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HU'GONG DAN SU DUNG SACH

1. Méi bai hoc déu dugc thiét ké theo ciu truc gém nhirng phan sau day.
Thuat ngir: Diém tén cac ddi twong chinh cla bai hoc.

Kién thire, ki nang: Giap em xac dinh nhirng ndi dung kién thirc, ki nang chinh can linh
hdi va ren luyén trong bai hoc.

Mo dau: Pua ra tinh hudng lam nay sinh nhu cau hoc tap; né co thé la mét bai toan thuc
té dai dién, hay la mét doan dan nhap Em khéng can tra |&i ngay cac cau hdi hay yéu cau
duoc dat ra & phan nay, ma sé g|a| quyét chung trong bai hoc, sau khi da linh héi duoc
lwong tri thire va ki ndng cén thiét.

Muc kién thire: Sau phaq mo dau, be‘1’i hoc duoc chia thanh cac muc theo tirng chu dé.
Nhin chung, méi don vi kién thirc cé cau tric sau day:

Hinh thanh kién thitc: Em can tich cwc tham gia vao cac hoat déng (#®) dé chiém
IThh tri thuc Cac 1o nay cho em co hdi quan sat va trai nghiém, tinh toan valap luéan

dé di toi [ khung kién thu=c mot cach tu nhién.

Vi du: Em c6 thé hoc & day phu’o’ng phap, cach lap luan va tinh toan, cach trinh bay
|&i giai bai toan.
Luyén tap: Van dung kién thire da hoc, tham khao vi du twong (rng, em hay luyén tap
dé cung co kién thirc va rén luyén ki nang.
vin dung: Trén nén tang kién thirc va ki nang da dwoc hoc, em giai quyét cac
béi toan gan voi thue té, két néi tri thirc véi céc Iinh vire khac nhau trong hoc tap,
khoa hoc va cudc song.

Em c6 thé bat gap mét khung chir  nham hé trg hodc binh luan, ... cho ndi dung tuong

trng dugc dé cap & bén canh.

Ngoai bén thanh phan co ban & trén, trong mét don vi kién thuc em con c6 thé cé co héi
tham gia vao Kham pha, Trai nghiém, Thao luan, tra |&i \@ mé réng hiéu biét cung
Em c6 biét?,...
B8ai tdp: Em chu dong thuc hién ngoai gio trén Iop, tuy vay, thay/co sé danh thoi lwong
nhat dinh dé cung em diém qua cac bai tap nay.

2. Cac bang tra ctru va giai thich thuat ngl (duoc dat & cudi sach) cung cap dia chi tra ciru
va giai thich mét s6 khai niém, céng thirc dwoc phat biéu trong sach.

Hay bdo qudn, gitr gin sdch gido khoa
dé danh tang cdc em hoc sinh lop sau!




LOINOI PAU

Cac em hoc sinh yéu quy!

Trén tay cac em |a cubn TOAN 17 clia b6 sach "Két néi tri thirc v6i cude séng”.
Puang nhu tén goi clia bd sach, cac kién thire trinh bay & day chu yéu xuét phat
ttr nhi*ng tinh hudng clia cude sbéng quanh ta va tro lai giup ta giai quyét nhitng
van dé cuta cudc séng. Vi thé, khi hoc Toan theo cubn sach nay, cac em sé
cam nhan duwoc rang, Toan hoc that la gan gii.

Poan m& dau clia cac chuong, cac bai hoc thwong duwa ra nhitng tinh huéng,
nhirng vi du thurc té cho thay sw can thiét phai dwa dén nhirng khai niém toan
hoc moi. Qua d6, cac em sé duoc frau déi nhitng ki nang can thiét cho mét
cong dan trong thoi hién dai, dé la kha nang “mé hinh hoa". Khi da dua van dé
thuc tién vé bai toan (mé hinh toan hoc), chung ta sé phat hién thém nhing
kién thirc toan hoc mai, dé cling vai nhitng kién thire d4 biét giai quyét bai toan
thuc tién dat ra.

Hi vong rang, qua méi bai hoc, méi chwong sach, qua maéi véng lap tir thuec tién
dén tri thirc toan hoc, rdi tir tri thirc toan hoc quay vé thuc tién, TOAN 11 sé
gitp cac em trwdng thanh nhanh chong va tré thanh ngudi ban than thiét ctia
cac em.

Chuc cac em thanh cong ciing TOAN 71!
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CHUONG |

HAM sO LUONG GIAC ‘
VA PHUONG TRINH LUGNG GIAC

Chuong nay gidi thiéu khai niém géc luong giac, gia tri lwong giac clia goc lgng giac, cac
c6ng thire lugng giac co ban, ham sé lvong giac, cach giai phwong trinh lwong giac co ban
va mot s6 trng dung clia lugng giac trong thue tién.

GIA TRI LUONG GIAC
CUA GOC LUONG GIAC

THUAT NGU KIEN THU'C, Ki NANG

« Goc lugng giac « Nhan biét cac khai niém co ban vé goéc luong giac.

« S6 do clia géc luwong giac i+ Nhan biét khai niém gia tri luong giac ctia mot goc lwong giac.

« Pudng tron lveng giac « M6 ta bang gia tri luong giac cia mét sé goc lwong giac

- Giatrilwong giac ciagoc i thuong gap; hé thire co ban gilra cac gia tri luong giac cla
Iu’cyngj gia’ic mot goc lugng giac; quan hé gilra cac gia trj lvong gidc cua

cac géc luwong giac co lién quan dac biét: bu nhau, phu nhau,
déi nhau, hon kém nhau 7.

» Sir dyng may tinh cam tay dé tinh gia trj lwong giac cia mét
goc luong giac khi biét sé do cua goc do.

+ Giai quyét mét sé van dé thuc tién gan véi gia tri lwong giac
cua goc lugng giac.

« Hé thire co ban gilra cac
gia tri lurong giac

Tram v{ tru Quéc té ISS (tén Tiéng Anh: International Space
Station) nam trong quy dao tron cach bé mat Trai Dat khoang
400 km (H.1.1). Néu tram mat dat theo déi duoc tram vii tru
ISS khi né nam trong géc 45° & tam cla quy dao tron nay
phia trén ang-ten theo déi, thi tram v tru 1SS da di chuyén
dwgc bao nhiéu kilémet trong khi né dang duwoc tram mat
dat theo déi? Gia st rang ban kinh cla Trai Dat la 6 400 km.
Lam tron két qua dén hang don vi.




1. GOC LUONG GIAC

a] Khai niém goc lwong gidc va sé do cia goc lvong gide
2 1ol Nhan biét khai niém géc lwong giac

Trén dong hd & Hinh 1.2, kim phat dang chi dung sé 2.

a) Phai quay kim phut may phan ctia mét vong tron theo chiéu
quay nguoc chiéu kim déng hé d@é né chi dung sé 12?

b) Phai quay kim phut may phén ctia mét vong tron theo chiéu 12 gi& 10 phut

quay cua kim déng hé dé no chi dung so 127? Hinh 1.2

c) C6 bao nhiéu cach quay kim phut theo mét chiéu xac dinh dé
kim phut tir vi tri chi dang sb 2 vé vi tri chi dung sé 12?

:"""Trong mat phang, cho hai tia Ou, Ov. Xét tia Om cling nam trong mat phang nay. Néu tia
Om quay quanh diém O theo mét cr]iéu nhat dinh tr Ou dén Ov, thi ta néi né quéet mot
| goc lurgng giac vaoi tia dau Ou, tia cudi Ov va ki hiéu la (Ou,0v). |

Goéc luong giac (Ou,0v) chi duoc xac dinh khi ta biét dugc chuyén déng quay clia tia Om tlr
tia dau Ou dén tia cudi Ov (H.1.3). Ta quy uoc: Chiéu quay nguoc Voi chiéu quay ctia kim
ddng hd la chiéu duwong, chiéu quay cung chiéu kim déng hé la chieu am.

s m
i

Hinh 1.3

Khi d6, néu tia Om quay theo chiéu dwong ding mét vong ta néi tia Om quay géc 360°,
quay dung 2 vong ta néi né quay goc 720°; quay theo chiéu am nlra vong ta néi né quay goc
~180°, quay theo chiéu am 1,5 vong ta ndi nd quay goc —1,5-360° = -540°, ...

Khi tia Om quay géc cxo\thi ta n6i goc luong giac ma tia 6 quét nén cod s6 do o.°. S6 do cla
goc lugng giac co tia dau Ou, tia cudi Ov dugc ki hiéu la sd (Ou,Ov).
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sd (Ou,0v) = 360° sd (Ou,0v) = 720° sd(Ou,0v)=-180° sd(Ou,0v)=-540°

-~ —

Mé&i goc lugng giac goc O duoc xac dinh béi tia dau Ow, tia cudi Ov va sé do clia no. I

Chii y. Cho hai tia Ou,Ovthi c6 v6 s6 goc lugng giac tia dau Ou, tia cudi Ov. Méi géc luong
giac nhu thé déu ki hiéu la (Ou,0v). S6 do cua cac goc lwgng giac nay sai khac nhau mét
béi nguyén clia 360°.



‘$Vidu1. Cho géc hinh hoc uOv co sb do 60° (H.1.4). Xac dinh v
s0 do cla cac goéc lugng giac (Ou,Ov) va (Ov,0u).

Giai
+
Ta co: \
— Céc goéc luong giac tia dau Ow, tia cudi Ov co sb do la 60°
sd (Ou,0v) =60° + k360° (k € Z). E. :
— Céc goc lugng giac tia dau Ov, tia cudi Ou co sb do la Hinh 1.4

sd (Ov,0u) = -60° + k360° (k< Z.).

3 Luyén tdp 1. Cho géc hinh hoc uOv = 45°. Xac dinh sé do clia goc lwong giac (Ou,Ov) trong
moi frvdng hop sau:
v Vv

O u (@] U
a) b)

b)Hé thirc Chasles w
» uo2. Nhan biét hé thire Chasles

Cho ba tia Ou, Ov, Ow véi sé do clia cac géc hinh hoc uOv

va vOw lan luot la 30° va 45°.

=

a) Xac dinh s do cla ba goc lugng giac (Ou,0v), (Ov,0w) g9

va (Ou,0w) duoc chi ra & Hinh 1.5, i L 3
b) V&i cac goc lugng giac & cau a, chirng to rang co mét sé

nguyén k dé sd (Ou,0v) + sd (Ov,0w) = sd (Ou,Ow ) + k 360°. Hinh 1.5

| Hé thirc Chasles: Vi ba tia Ou, Ov, Ow bét ki, ta c6
_ sd (Ou,0v)+ sd (Ov,0w) = sd (Ou,0w) + k360° (k € Z).

Nhan xét. T hé thirc Chasles, ta suy ra:

Hé thuc nay tuong fuw
VGi ba tia tuy y Ox, Ou, Ov ta co céngﬂu’c_ -
AB=0B-0A.

5d (Ou, Ov) = sd(Ox, Ov) — sd (Ox, Ou) + k360° (k€ Z).
Hé thirc nay déng vai tré quan trong trong viéc tinh toan sé do
cla goc lugng giac.
"% vidu 2. Chomét goc lvong giac (Ox, Ou) cb sb do —270° va mét

géc luong giac (Ox, Ov) cb sé do 135°. Tinh sb do clia cac goc
lwgng giac (Ou, Ov).




Giai
Sé do clia cac goc luong giac tia @au Ow, tia cudi Ov la
sd (Ou, Ov) = sd@(Ox, Ov) — sd (Ox, Ou) + k360°
= 135° —(-270°) + k360° = 405° + k360°
= 45° +(k+1)360° =45° +m360° (m=k+ 1, m e 7).

Vay céc goc luong giac (Ou, Ov) co sb do la 45° + m360° (meZ).

Luyén tap 2. Cho mét goc lwgng giac (Ox, Ou) cb sb do 240° va mét goc lvong giac (Ox, Ov)
c6 sb do —270°. Tinh sb do clia cac goc luong giac (Ou, Ov).

2.DO'N VI DO GOC VA PO DAI CUNG TRON

a) Don vi do géc va cung trén
Pon vi d6: Dé do goc, ta dung don vij d6. Ta da biét: Géc 1° bang % goc bet.

Bon vi @6 duoc chia thanh nhitng don vi nho hon; 1° =60 1" =60".

D6i Vo cac goc lugng giac, khi ma sb vong quay trong chuyen dong tuong Gng tlr tia dau
dén tia cudi la kha lén thi sé do cla chung tinh bang @6 sé tré nén cong kénh. Do do, trong
khoa hoc va ki thuét, bén canh viéc do bang do, ngudi ta con str dung don vi do goc bang
radian.

Don vi radian: Cho duong trén (O) tam O, ban kinh R va mét cung AB trén (O) (H.1.6).

' Ta noi cung tron AB c6 sb do bang 1 radian néu dé dai
clia n6 dung bang ban kinh R.
Khi dé ta cling néi rang géc AOB c6 sé do bang 1 radian

| vaviét: AOB = 1 rad.

7 '3
A

Quan hé gitra d¢ va radian: Do dudng tron co do daila 2nR
nén no co s6 do 2n rad. Mat khac, dudng tron cé s6 do bang

360° nén ta cd 360° = 2r rad. Hinh 1.6
Do d6 ta viét:

P y

[

0
*-" rad va 1rad:(@ :
| 180 T

Chui y. Khi viét s6 do clia mét géc theo don vi radian, nguoi ta thuéeng khong viét chir rad

sau s6 do. Chéang han géc - duoc hiéu la goc ; rad.



Pvidu3

a) Déi tir d6 sang radian cac sb do sau: 45°; 150°,
T, 9T

b) Péi tr radian sang d6 cac sb do sau:

Giai
a) Ta co:
45° =45._ "~ _T.
180 4
e [ DL
180 6
b) Ta co:
o
Ezf.(@] = 60°:
3 D T
o
Ezﬁ{@j 2950,
4 4 T

‘Bluyéntip3

a) Péi tir 6 sang radian cac sb do sau: 360°; — 450°;

b) Déi tir radian sang dé cac sb do sau: 3r; —

Chu y. Dudi day la bang twong tng gitra sé do bang dé va sé do bang radian clia cac goc

dac biét trong pham vi tr 0° dén 180°.

B 0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180°
T T i T 27 37 57
Radi 0 - Z £ Rl & | = | =
Al 6 4 3 > 3 4 6
b) Dé dai cung tron

3 wez. Xay dyng céng thire tinh dé dai cua cung tréon
Cho dwong tron ban kinh R.
a) D4 dai clia cung tron co6 sb do bang 1 rad la bao nhiéu?

b) Tinh d6 dai / clia cung trén c6 sé do o rad.

[ M&t cung clia duong tron ban kinh R va c6 sb do o rad thi cé dé dai I = Ra. 1

D Vidu 4. Giai bai toan & tinh huéng mé dau.

Giai

Ban kinh quy dao cla tram vii try quéc té la R = 6 400 + 400 = 6 800 (km).

Péi 45° = 45.—— -~ rad,
180 4



Vay trong khi duoc tram mét dat theo déi, tram 1SS d& di chuyén mét quang duéng co do dai la
=Ra= 6800.%z 5340,708 ~ 5341 (km).

¥ van dung 1. M6t may kéo néng nghiép vdi banh xe sau co
dwong kinh la 184 cm, banh xe trwoc co dwong kinh la
92 cm, xe chuyén déng véi van téc khéng ddi trén maét doan
duwdng thang. Biét rang van téc clia banh xe sau trong chuyén
dong nay la 80 vong/phut.
a) Tinh quéng duwdng di duwgc cia may kéo trong 10 phut.
b) Tinh van téc clia may kéo (theo don vi km/gid).
c) Tinh véan téc clia banh xe truéce (theo don vi vong/phtt).

3.GIA TRILU'ONG GIAC CUAGOC LUONG GIAC

a) Dwang tron lwong gidc
7 uo4. Nhan biét khai niém dwong tron lwong giac

Trong mat phéng toa d6 Oxy, vé& duéng tron tam O ban kinh R = 1. Chon diém gbc cla
duong tron |a giao diem A(1; 0) cta duwong tron vai truc Ox. Ta quy wéce chiéu dwong cua
dwong tron la chiéu nguoc chieu quay cua kim dong ho va chieu am la chiéu quay cta kim
dong ho.

a) Xac dinh diém M trén dudng trén sao cho sd(0OA, OM) = ST:

b) Xac dinh diém N trén dudng tron sao cho sd (OA, ON) = —%E. VA
B
Buong tron lugng giéc 1a dwong tron c6 tam tai gée '| M,{'f_ _____ K “
toa d6, ban kinh bang 1, duoc dinh hudng va lay diem | I a ‘\
A(1; 0) lam diém goc cua dudng tron. L % .
A L ; : Ao BB e WD A\ H (@) IA x
 biem trén duong tron long giac biéu dien goc luong \ /
giac co so do o. (do hoac radian) la diém M trén duong ‘“"\ Y 4
. ronlwong giac sao cho sd (OA, OM) = a. \"*m., ,_,,v---’-"’f
- o ...,Br
) Vi du 5. Xac dinh cac diém M va N trén dudng tron lwong giac Hinh 1.7
x S 225 = - rat - i 2 13~ Ya
lan lwot bieu dién cac goc lwgng giac c6 s do bang R i
va —150°. o
Giai / 13 N\
iai 1o \
e e . T [ AR )
Diém Mtrén duwong dwdng tron lvgng giac biéu dien goéc luvong { £ | -
‘ L \ o [A
giac co so do bang 1& dwgc xac dinh trong Hinh 1.8. t&y X
4 /
Piém N trén dudng duéng tron luong giac biéu dién goc luong M ¥1§? B el

giac c6 sé do bang —150° dugc xac dinh trong Hinh 1.8,
Hinh 1.8

10



3 Luyén tip 4. Xac dinh cac diém Mva N trén dwdng tron lwong giac lan luot biéu dién cac goc

Irong giac co sé do bang -1% va 420°,

b) Céc gia tri lwong gidc cla goc lwong gidc

J 1o 4. Nhaclai khai niém cac gia tri lwong giac sin o, cos o,
tan o, cot o clia géc o (0° <o <180°) da hoc ¢ lop 10
(H.1.9a).

Vi
55
M. -——=1% \*\
/S 3
f i o \‘
(I e o
=1 X B 1
Hinh 1.9a Hinh 1.9b

Ta c6 thé mé rdng khai niém gia tri lvong giac cho cac goc lwong giac cd sé do tuy ¥ nhu sau:

Gia str M(x; y) la diém trén duong trén lwong giac, biéu dién goc lweng giac cd s6 do o
(H.1.9b).

P

« Hoanh d6 x clia diém M duoc goi la césin cla o, ki hiéu la coso.
cosa = X.

Tung d6 y clia diém M duwoc goi la sin cla o, Ki hiéu 1a sinc.

sina =Y.
P . _z Sina _— . sa
» Neucosa =0, so dugc goi la tang cua o, ki hiéu la tano.
cosa.
sina
tano = =2 (x#0).
cosa X
z . -z COSO e > S .
» Neéusina #0, 11 S0 — dwoc goi la cétang cua o, Ki hiéu la cot .
sino
cosa X
cota =——== (y =0).
sinat  y

e Cac gia tri cosa, sina, tana, coto dugc goi la cac gia tri lwong giac cla o.
5

Chuay
a) Ta con goi truc tung la truc sin, truc hoanh la truc césin.
b) Tl dinh nghta ta suy ra:
+ sino, cosa xac dinh voi moi gia tri clla o. va ta cé:
—-1<sina<t -1<cosa <t sin(a+k2n)=sina; cos(a+k2n)=cosa (k< Z).
- tana xac dinh khi o # g +kn (k € Z).

« cota xac dinh khi o # kr (k € Z).

.



« DAu cla cac gia tri lwong giac clia mét géc lveng giac phu thude vao vj tri diém biéu dién

M trén duong tron lvgng giac (H.1.10).

3 vidu 5. Cho goc lugng giac co sb do bang —%.

a) Xac dinh diém M trén dwong tron luong giac biéu dién goc liong giac dé cho.

b) Tinh cac gia tri lwgng giac clia goc lugng giac dé cho.
Giai

yjl
Goc . -—-""’“"’?‘w ;
Giatr ~~phants I I v /
long giac
ng g [ " )
Cos o - - - - A'k ON/ o : X
sin o + + - - \ :
tan o + - + = mN,. kl. N
%:,,M M
cot o + = + = B'
Hinh 1.10

a) Diém M trén dwong tron lweng giac biéu dién goc lureng giac co sé do la —% duoc xac dinh

trong Hinh 1.11.

L ¥
b) Ta cé:
e
cos{—i] = 1; sin[—i] . _ﬁ; )"”f’ \
3) 2 T — .
sm( n] cos[ ] I 2 »
3 L5 oNf T  JA x
tan(—i]_—s =—3; cc»’t{—gj= ’ =—%. \ _55
cos[—%} sm[—EJ 3 _ﬁ i
‘ 21Ty
'3 Luyén tip 4. Cho goc lugng giac co s6 do bang % TRy

a) Xac dinh diém M trén duong tron lweng giac biéu dién goc lweng giac da cho.

b) Tinh céc gia tri lveng giac cla goc luvgng giac da cho.

c) Gia tri lwong gidc cua cac goc dac biét

0 i it g i
Goc o 6 4 3 2
o° 30° 45° 60° 90°
sina. 0 l Q ﬁ 1
2 2 2
cosa. 1 ﬁ £ l 0
2 2 2
1
tan 0 — 1 Khéng xac dinh
cota Khéng xac dinh J3 1 L 0
g . 7




d) Str dung may tinh cam tay dé doi sé do goc va tim gia tri lweng gidc cua goc

Co6 thé dung may tinh cam tay dé tinh gia tri lwvgng giac cla goc lwong giac va déi sé do dod
clia cung tron ra radian va nguoc lai.

3 Vi du 6. SUr dung may tinh cam tay dé tinh: sin[—g—“]; tan63°52'41" (lam tron két qua dén
cht s6 thap phan ther tu). 4

Giai
Tinh Bam phim Man hinh hién| Két qua
Sin(_g_ﬂ:J 008 o) () (2) i) (0 () (20 638 (1) D @ D& |-0.707106781 -0,7071
4
tan 63°52'41" Bl (B @) B[ (E) | 2.039276645 | 2,0393
'$ vidu7. a) Ddi 33°45' sang radian; b) Déi % (rad) sang do.
Giai
Pai z ) I » £ i
P Bam phim Man hinh hién| Két qua
s6 do

33°45" | @00 ooe) iooE) (2 (3] (B) (4 (@) (B) 9 (o) (DRG ) (1) (=) | 0.589048622 |0,5890 (rad)

— (rad) | oo eos) @08 (D (A (B) B @ OJ 6w (DRGP) @ EEd | 42058'19" | 42058'19"

'® Luyén tip 5. SUr dung may tinh cam tay dé:

a) Tinh: cos?;'—n; tan(-37°25");

b) D& 179°23'30" sang radian;

c) Do g (rad) sang d6.

4.QUAN HE GIU'A CAC GIA TRILUONG GIAC

a) Céc cong thirc lwvong gidc co ban

3 1os. Nhan biét cac coéng thirc lwgng giac co ban

a) Dwa vao dinh nghfa clia sin o va cosa, héy tinh sin? o + cos? a.

b) Str dung két qua clia HD5a va dinh nghia cla tana, hay tinh 1+ tan? «.

i




Déi v6i cac gia tri lugng giac, ta cé cac hé thirc co ban sau:

s
sin? o + cos? o = 1

14+ tan® o =

> [aiE+kﬁ,kEZ]
Cos” a 2

1+cota =

axKn KkeZ
sinza( )

tana -cota =1 [a;ﬁ %, keZ].

X J

'$ Vidu 8. Tinh cac gia tri lwgng giac clia goc o, biét: sina =% va 90° < a <180°.
Giai
Vi190° < o < 180° nén cosa < 0. Mat khac, tir sin® o+ cos? & =1 suy ra

cos o =—y1—sin? a =—1"!—2;95:—i

5

3
Dodé,tana:sma :iz—gvacomz 1 =
[ A
5

A
cosa tana 3 3
4

‘% Luyén tip 6. Tinh cac gia tr luong giac clia goc o, biét: cosa = —% Vam<a< %

b) Gid tri lwong gidc cla cdc goc co lién quan dac biét

3 1o6. Nhan biét lién hé giira gia tri lwgng giac cia cac goc déi nhau
Xét hai diém M, N trén dudng tron Ivong giac xac dinh bai hai goc déi nhau (H1.12a).

a) Co6 nhan xét gi vé vi tri clia hai diém M, N déi véi hé truc Oxy. Tlr @6 rut ra lién hé gitra:
cos(—a) va cos o sin(—a) va sin o.

b) Tir két qua HD6Ga, rut ra lién hé gilra: tan(—a) va tan o; cot(—a) va cot .
V&i két qua HD6, ta co lién hé gilra cac gia tri lwong giac:
» Goc déi nhau (o va —a)

y
cos(—a) =cosa
sin(—a.)=—-sina

)
tan(-a) = -tana
)

cot(—a ) = —cot o
LS J

Hinh 1.12a

b



Tuong tu HD6, ta cling coé lién hé gitra gia tri lvgng giac clia cac goc bu nhau, phu nhau va

hon kém =, nhuw sau:

« Goécbunhau (ava n—a )

FT‘_ %
sin(n —a) =sina

cos(m—a) =—cos a

tan(r—a)=-tana

cot(nm —a) = —cota.
\ .

» Goc phu nhau (o va %— o)

i "\

sin b a] = COS 0L
> =

T r
COS| ——a |=Sina
[_2 }
tan(z—aJ:cota
2

cot [E - a] =tana.
2

Y

e M
1 =L I
I i,
\ 0 A " x
\\N

e

Hinh 1.12b

[

\

'
s
4
#

,

Yy
S
p“‘(\wl'""__ e
O~
F
#
Fa

Hinh 1.12¢
. 4 Y
. . . M
« Gochonkémn(ova n+a) //-
N
-~ ) i , / X'{n
sin(n+a)=-sina / 0 a \
cos(m+a)=—cosa k‘ 9 JA X
\
tan(r + a)=tana /
\. -\‘M""-u—.r.u-r
cot(n + o) = cot o N

1S J

Hinh 1.12d
Chuy. Nné céc cong thire trén, ta co thé dua viéc tinh gia tri lwong giac clia mét géc lvong

s z 5 W™ o n o . Vi - . i T
giac bat ki vé viéc tinh gia tri lwgng giac cua goéc a. voi 0 < a < 5

P Vidu9. Tinh: a) cos[—%); b) cot(—675°).
Giai. Ta co:
a) cos[—%} = cos% = cos[% - 2?[} = cos.aT;rt = —cos[n = SZI_EJ = —cos% = —%.

b) cot(-675° ) = cot(45° ~2-360° ) = cot45° =1.

P Luyéntip 7. Tinh: a)sin (—6?’5° ); b) tan %



3 vin dung 2. Huyét ap clia méi nguwai thay déi trong ngay. Gia st huyét ap tam truong (tirc

16

la ap luc mau 1én thanh déng mach khi tim gién ra) cia mét ngudi nao d6 & trang thai nghi
ngoi tai thoi diém t dugc cho baéi céng thire:

B(t)=80 +75inn—t,
12

trong do f la sb gio tinh twr luc nira dém va B(t) tinh. bang mmHg (milimét thuy ngan).
Tim huyét ap tam trwong cua ngwdi nay vao céac thdi diém sau:

a) 6 gid sang; b) 10 gi& 30 phut sang; c) 12 gio trua; d) 8 gi& téi.
BAITAP
1.1. Hoan thanh bang sau:
S6 do dé TS 2 0° 900° ? 2
% 3 Tn 11n
SO do radi ? — ? ? - -
0 do radian - 19 8
1.2. M6t duong tron co ban kinh 20 cm. Tim do dai clia cac cung trén dudng tron d6 co sb
do sau:
a) %; b) 1,5: c) 35°%; d) 315°.
1.3. Trén dwong tron lwong giac, xac dinh diém M biéu dién cac goc luong giac co sb do sau:
a) %; b) -%; ¢) 150°; d) _225°,

1.4. Tinh cac gia tri lwong giac clia goc o, biét:

1 . ; 20 i
a)cosazgva0<a<ﬁ; b)sxnazgva%<a<n;

C)tana=J§Vén<a<3—;; d)cotaz—ivé%<a<2n.

J2

1.5. Chirng minh cac dang thuc:

cos? o +tan® o —1

sin? o

1.6. Banh xe clia nguoi di xe dap quay duwgc 11 vong trong 5 giay.

2

a) cos® o —sin® o = 2cos? o — 1 — tan .

b)

a) Tinh goc (theo d6 va radian) ma banh xe quay duwoc trong 1 giay.

b) Tinh d6 dai quéng dwdng ma ngudi di xe da di duoc trong 1 phut, biét rang dudng kinh
cla banh xe dap la 680 mm.



CONG THUC LUONG GIAC

THUAT NGU
* Cong thirc cong
* Cong thurc nhan dai

» Coéng thirc bién déi tich thanh téng
+ Céng thirc bién déi téng thanh tich

KIEN THUC, Ki NANG

+ M6 ta cac phép bién déi lwong giac co ban: céng thirc cong;
céng thure goc nhan déi; cong thire bién ddi tich thanh téng
va cong thire bién déi téng thanh tich.

» Giai quyét mét s6 van dé thurc tién gén véi gia trj lugng giac
cla géc lwong giac va cac phép bién déi luwong giac.

Mt thiét bj tré ki thuat sé lap lai tin hiéu dau vao bang cach lap lai tin hiéu @6 trong
mét khoang thai gian cé dinh sau khi nhan dwoc tin hiéu. Néu mét thiét bi nhu vay nhan
duwoc ndt thuan f£(t)=5sint va phat lai dwoc nét thuan f,(t) =5cost thi &m két hop
la f(t)="£(t)+1,(t), trong d6 t |a bién thoi gian. Chirng té rang am két hop viét duwoc
dudi dang f(t)=ksin(t+¢), trc 1a @m két hop 1a mét séng &m hinh sin. Hay xac dinh
bién d6 &m k va pha ban dau ¢ (-m < ¢ < ) clia séng am.

1. CONG THU'C CONG

3 uo1. Nhan biét cong thirc cong

a) Choa =% vab =%, héy chirng to cos(a — b) = cosacos b + sinasinb.

b) Béng cach viét a+ b =a—(-b) va tir cong thirc & HD1a, hay tinh cos(a + b).

c) Bang cach viét sin(a—b)zcos[%—(a—b)}:cosﬁ%—a}+b va sir dung céng thurc

vira thiét1ap & HD1b, hay tinh sin(a-b).

f X
cos(a— b)=cosacosb+sinasinb
cos(a+ b)=cosacosb-sinasinb
sin(a— b)=sinacosb —cosasinb
sin(a+b)=sinacosb + cosasinb
tana—tanb

tan(a-b)= ——m8 ——
( ) 1+tanatanb
tana+tanb

tan(a +b) = ———
( ) 1-tanatanb

(gia thiét cac biéu thirc déu cé nghia).
. o

‘B vidu1i. Khéng dung may tinh, hay tinh:

a) cos75°%

b) tan —.
12




Giai

a)cos75° = 005(45"" + 30") =c0545° cos30° —sin45°sin30° =

“

SE

b)taniztan ——
12 3

INSE

r 7 1.4 3.
1+ tan=-tan—
. EII"I3 an4

'3 Vi du 2. Chirng minh rang sin x + cos x = Jﬁsin[x + %]
Giai

Ta co

ﬁsin[x+%]= \E[sinxcos%+cosx sin%}:ﬁ{sinx -72+cosx ﬁ

> ]=Sinx+cosx.

Péng thirc dwgc ching minh.
% Luyén tip 1. Chirng minh rang:

a)sinXx —cos X = Zsin(x—%}

b)tan[i—x o 1~ 1AN A
4 1+tanx

[X¢E+kﬂ, x¢3—n+kn, keZ].
2 4

'3 van dung 1. Giai bai toan trong tinh huéng mé dau.

2.CONG THU'C NHAN BOI

w02, Xay dwng céng thirc nhan déi

J: tang—tan% _J§_1_(\/§—1)2

1

5

=2-.3.

L&y b = a trong cac céng thire cong, hay tim céng thire tinh: sin2a; cos2a; tan2a.

sin2a = 2sinacosa

cos2a=cos’a-sina=2cos’a-1=1
tan2a :ZLn;a‘_
1-tan‘a

\

= —

—2sin‘a

‘P vidu3. Chocosa :—% [g <a< n}. Tinh sin2a.

Giai

2
\ﬁ%<a<nnén sina > 0. Do d6 sinaz\f‘l—cosza:JF[—%) =,f1-%=\/§=¥.

Vay sin2a = 2sinacosa =2-&-[ 1) 42



Coéng thirc ha bac:

9 Luyén tip 2. Khong ding may tinh, tinh cosg. e Tumosis
cos 4 = —
2
.2 1-cos2a
SR 8=——""7—_.
2

~ - e ~F ¢ - 2
3.CONGTHUCBIEN DOITICHTHANHTONG
2 1oz, Xay dwng céng thire bién déi tich thanh téng
a) Tl cac cong thirc cong cos(a + b) va cos(a - b), hay tim: cosacos b; sinasin b,
b) T cac cong thirc cong sin(a + b) va sin(a - b), hdy tim: sinacosb.
-

cosacosh = %[cos(a ~b)+cos(a+ b)]

S 1
sinasinb = E[ccs(a—b)—cos(a+b)]

sinaccsb:%[sin(a— b)+sin(a+b)].
L F

'3 vidu 4. Tinh gia tri clia céc biéu thire:

A:cosﬁcosﬁ; B =cos75° sin15°.
12 12

Giai
Ta co:

51 n 1 5n Txn (5% n

A=c08—C0$—=—|cos| ——— |+cCcO8| —+—

12 12 2[ [12 12} 12 12

=1 cos[—£]+cosn =1 £—1 =E.
2 6 20 2 4

B - %[sin“ 5° - 75°) + sin(15° + 75°) |

= 2sin(-60°) + sin90° | = 1{ 3 +1] _2-43
2 2| 4

2
'3 Luyén tip 2. Khéng dung may tinh, tinh gia tri clia cac biéu thirc:

A =cos75° cos15°; stinﬁcosﬁ.
12 12

{19’



A - o -2 A ~ »
4. CONGTHUCBIEN DOITONG THANHTICH
3 uo4. Xay dung céng thike bién déi téng thanh tich

Trong cac coéng thirc bién dbi tich thanh tbng & Muc 3, dat u=a—-b, v=a+ b va viét cac
cong thire nhan duoc.

u+v Eh==\
COSU +CosV = 2Cos 5 cos 5

S e P o e T
COSU —CcOosSV =-2sin 5 sin 5

u-v
2

+V
> cos
U+v . 4=V
2

; : o
sinu + sinv = 2sin

sinu—sinv =2cos

sin >

® Vi du 5. Khéng dung may tinh, tinh gia tri clia biéu thire A = sing—sin%+ sin 79—“

Giai
B

ot a T . Bn L 4r w IS n AT
A=|sin—+sin— |—sin— =2s8in—cos — — sin— =sin— —sin— =0.
9 9 9 9 3 9 9 9

® Luyén tip 4. Khéng dung may tinh, tinh gia tri ctia biéu thirc

i 5n 1in
B =cos— +cos— +cos—.
9 9

) van dung 2. Khi nhan mat phim trén dién thoai cam (rng, ban phim sé tao ra hai @m thuan,
két hop vdi nhau dé tao ra &m thanh nhan dang duy nhat phim. Hinh 1.13 cho thay tan
so thap f, va tan s6 cao f, lién quan dén ma&i phim. Nhan mét phim sé tao ra song am
y =sin(2nft) + sin(2f,t), & d6 t1a bién thoi gian (tinh bang giay).

a) Tim ham sé mé hinh hoa am thanh duoc tao ra khi nhan phim 4.
b) Bién déi céng thirc vira tim dwoc & cau a vé dang tich cia mét ham sé sin va mét ham
s cosin.

Tan sb cao
1209 1336 1477 Hz

ook d

697 Hz—[1]
Tén’sét e Hz—»@ @
thap 852 Hz—[7] (9]
941 Hz—[*] [0] [#)

Hinh 1.13

%90



BAITAP
1.7. Su dung 15° = 45° —30°, hay tinh cac gia tri lwgng giac cla goc 15°.

1.8. Tinh:

T e oy 1 o ot
a) cos[a +E} biet sina=— va E<a<n;

NE)
b)tan(a-fj, bl aoiE= — V a
4 3 2
1.9. Tinh sin2a, cos2a, tan2a, biét:

; 1 % ; T % 3n
a)sina=—va—<ac<r b) sina+cosa=— va—<a<—.
3 2 2 2 4

1.10. Tinh gia tri clia cac biéu thirc sau:
i s TC 5 s T
Sin—Co0S— + SiN—COS—
a) A= 15 10 10 15;

2n al . 2% .
CO5S—COS——SIinh—.Sin—
15 (5] 15 5

b) B = SiN —— 00S —— COS —— COS—.,
32 32 16 8

1.11. Chirng minh dang thirc sau:

2 2

sin(a+b)sin(a-b)=sin’ a—sin® b =cos® b - cos’ a.

1.12. Cho tam giac ABCcé B=75% C=45°vaa=BC=12cm.

a) Str dung coéng thirc S = %ab sinC va dinh li sin, hdy chirng minh dién tich clia tam giac
ABC cho boi céng thirc
_a’sinBsinC
2sinA

b) St dung két qua & cau a va céng thirc bién déi tich thanh tdng, héy tinh dién tich S cla
tam giac ABC.

1.12. Trong V4t li, phuwong trinh téng quat ciia mét vat dao déng diéu hoa cho béi céng thirc
x(t) = Acos(wt + @), trong d6 t & thai diém (tinh bang giay), x(t) 1a li d& cla vat tai thoi
diém t, A la bién d dao déng (A > 0) va ¢ e[-m ] Ia pha ban dau cta dao dong.

Xét hai dao dong diéu hoa cé phuwong trinh:

x,(t) = 2005(%1 +%) (cm),

X, (t) = 2cos(gr -%} (cm).

Tim dao dong tong hop x(t) = x,(t) + x,(t) va st dung céng thirc bien ddi tong thanh tich
dé tim bién do6 va pha ban dau cla dao déng tong hop nay.
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HAM SO LUONG GIAC

THUATNGU | KIENTHUC, Ki NANG

« Ham sélugng giac i * Nhan biét cac khai niém vé ham sé chan, ham sé 1&, ham s6 tuan hoan.

» Ham s chén » Nhan biét cac ddc trung hinh hoc ctia d6 thi ham sé chan, ham sbé lé,

« Ham sé |é ham so tuan hoan.

- Ham sbtudn hoan | * Nhan biét cac ham sb Iwong giac y=sinx, y=cosx, y=tanx,
y = cot x théng qua dudng tron Iwong giac. M6 ta bang gia tri cua bén
ham s6 lugng gidc do trén mot chu Ki.

» V& d6 thi clia cac ham sb y = sinx, y = cosx, y = tanx, y = cot x.

« Gijaithich t‘ép xéc;ﬂnh; tap giatrj; tinh chat chan, l&; tinh tuan hoan; chu ki:
khoang ddng bién, nghich b[én cua cac ham sb y =sinx, y = cosx,
y =tanx, y = cot x dwa vao do thi.

+ Giai quyét mot sb van dé thuc tién gan vai ham sé lvong giac.

« P& thjcla ham sb
lugng giac

Gia str vén toc v (tinh bang lit/giay) cla ludng khi trong mét chu ki hé hap (ttec la thoi gian tor
Iic bat dau ctia mét nhip thé dén khi bat dau cua nhip tho tiép theo) ciia mét ngudi nao do
¢ trang thai nghi ngoi dugc cho bai céng thirc

. wt
v =0,85sin—,
3

trong d6 t1a thoi gian (tinh bang giay). Hay tim thai gian clia mét chu ki hé hap day du va sé
chu ki hé hap trong mét phut cua nguai do.

1. BINH NGHIA HAM S8 LUONG GIAC

2 uo1. Hoan thanh bang sau:

X sinx COs X tan x cot X
& ? ? 7 ?
6
0 ? ? ? ?
i ? ? ? ?
2
Vi méi s6 thuc x, ta xac dinh dwoc duy nhat mét diém M gty
trén dwdng tron lugng giac sao cho sé do cla géc lugng K [--oyM
o M i i i i E oA ! G
giac (OA,OM) bang x. Do @0, ta luén xac dinh dwgc cac gia ! \
tri lwgng giac sin x va cos x cla x 1an luot la tung d6 va hoanh o .
P . z ; . inx . ! &
do cua diém M. Néu cos x = 0, ta dinh nghfa tanx = SR va A 0 H A
] 008 ¥ cos X
néu sinx = 0, ta dinh nghia cot X = ——.
sin X
BF




Tl day, ta c6 dinh nghia sau vé cac ham sé lugng giac.

L

Quy tac dat twong ing méi sé thue x véi sé thue sinx dwoc goi 1a ham sé sin, Ki hiéu |
la y = sinx.

Tap xac dinh clia ham sé sin 1a R.

Quy tac dat tvong trng méi sé thuc x voi sé thuc cosx duoc goi la ham sé césin,
ki hiéu la y = cosx.

Tap xac dinh cta ham sé césin la R.

Ham s6 cho biing cong thirc y = 22X dwoc goi la ham s6 tang, ki hiéu 1a y = tanx.
coS X

Tap xac dinh clia ham s6 tang la R\{%+ kn|k e Z}.

COsS X

sin x
Tap xac dinh clia ham sé cétang 1a R\ (kx| k € Z}.

Ham sb cho bang céng thirc y = duoc goi la ham so cotang, ki hiéu l1a y = cotx.

'3 Vidu 1. Tim tap xac dinh cla ham sé y =
Giai

Biéu thuc

Cos X

c6 nghta khi cos x = 0, trc 1a x # = + kx (ke Z).
cos X 2

Vay tap xac dinh ctia ham s da cho la R\{%+kn|k EZ}.

3 Luyén tip 1. Tim tap xac dinh clia ham s6 y - ——

sinx

2.HAM SO CHAN, HAM SO LE, HAM SO TUAN HOAN

a) Ham so chan, ham sé lé

3 o2 Cho hai ham sé f(x)= x? va g(x) = x°, v6i cac d6 thj nhw hinh dwéi day.

yh V ¥ 3
4 3
3 2
2

>y

PR 12

D6 thi ham sé y = f{x) = X2 D6 thi ham sé y = g(x) = x*



a) Tim cac tap xac dinh D,, D, clia cac ham soé fix) va g(x).

b) Chirng 16 rang f(—x) = f(x),¥x e D;. Cé nhan xét gi vé tinh dbi x(rng clia d6 thi ham sb
¥y =1fx) déi véi hé truc toa doé Oxy?

c) Chung térang g(-x) =g (x),vx e D,. Cé nhan xét gi vé tinh d6i x(rng cla d6 thi ham so
y = g(x) dbi v6i hé truc toa d6 Oxy?

Cho ham s6 y =f(x) co tap xac dinh 1a D.
« Ham s6 f(x) dwoc goi la ham sé chan néu vx eD thi —x eD va f(-x)=f(x).
Pé thj cia mét ham sé chén nhan truc tung la truc déi xirng.
« Ham sé f(x) duoc goila ham sé 1é néu vx e D thi —x e D va f(-x) = —f(x).
Db thj cia m6t ham s6 |é nhan géc toa d6 la tam déi xirng. |
Nhén xét. Pé vé dbé thi cua mot ham ) chén (twong tng, 1€), ta chi can vé phan @6 thj clia
ham s0 v&i nhirng x durong, sau do lay doi xtng phan do thi da vé qua truc tung (twong tng,
qua goc toa d6), ta sé dwgc do thi ciia ham s6 da cho.
$ Vi du 2. Xét tinh chan, |& clia ham sb f(x)= xsinx.
Giai
Tap xac dinh clla ham sé la D= R.
Do d6, néu x thuéc tap xac dinh D thi —x cling thuée tap xac dinh D.

Ta c6: f(—x) =(—x)sin(—-x) = xsin x =f(x), ¥x € D.
Vay f(x)= xsinx |a ham sé chan.

st B B ] z 1
P Luyén tip 2. Xét tinh chan, |é cia ham so6 g(x) = o

b) Ham s6 tuan hoan

2 B3, So sanh:
a) sin(Xx +2x) va sinx; b) cos(x + 27) Va cosX;
c) tan(x + m) va tanx; d) cot(x +m) va cot x.

Ham sb y = f(x) co tap xac dinh D dwoc goi la ham sé tuan hoan néu ton tai s T =0
sao cho vai moi x € D ta co:

) x+TeDva x-TeD;

i) f(x + T) = £(x).
S6 T duong nho nhat thod mén cac diéu kién trén (néu co) dwoc goi la chu ki cla
| ham s6 tuan hoan do.

r

A
B Ham s6 hang fix) = ¢ (c la hang s6) co phai la ham s6 tuan hoan khong? Néu ham sé
tuan hoan thi né co chu ki khéng?
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Nhan xét

a) Cac ham sb y = sinx va y = cosx tuan hoan véi chu ki 2n. Cac ham sé y = tanx va y = cotx
tuan hoan voi chu ki .

b) D& vé @6 thi cia mét ham s6 tuan hoan vai chu ki T, ta chi can vé dé thi ciia ham s6 nay
trén doan [a; a+ T, sau do dich chuyen song song vai truc hoanh phan do thi da vé sang
phai ve‘; sang trai cac doan c6 d6 dai lanluotla T, 2T, 3T, ... ta duoc toan bé dé thi cla
ham so.

' Vi du 2. Xét tinh tuan hoan clia ham sé y = sin 2x.

Giai
Ham sé co tap xac dinh la R va véi moi sb thue x, ta cé:

X-nelR x+nekR,

sin2(x +m)=sin(2x + 2r) = sin 2x.
Vay y = sin2x la ham sb tuan hoan.
Chii y. Téng quat, ngudi ta chitng minh dwgc cac ham sb y = Asinex va y = Acos ox
21

(o >0) la nhitng ham s6 tuan hoan véi chu ki T ==—
[0}]

P Luyén tip 3. Xét tinh tudn hoan cta ham sé y = tan2x.

3.D0 THI VA TINH CHAT cCUAHAM S0 y= sin x
J ue4. Cho ham s y = sinx.

a) Xét tinh chan, 1é clia ham sé.

b) Hoan thanh bang gia tri sau ctia ham so y = sinx trén doan [-m; n] bang cach tinh gia tri
cla sinx voi nhirng x khéng am, sau do str dung két qua cau a dé suy ra gia tri twong trng
cla sinx véi nhirtng x am.

il = _3n 8 . 0 n n 3n &
4 2 4 4 2 4
sinx ® ® ? ? ? ? ? ? 4

Bang céach lay nhiéu diém M(x; sinx) v&i x e[-x; ] va nbi lai ta dwoc dd thi ham sbé
y = sinx trén doan [-m, 7).

c) Béng cach lam twong tw cau b cho cac doan khac co6 do dai béng chu ki T = 2n, ta duoc
d6 thi ciia ham sb y = sin x nhw hinh dwéi day.

Hinh 1.14



Tl 6 thi & Hinh 1.14, hay cho biét tap gié tri, cac khoang ddng bién, cac khoang nghich bién
clia ham sb y = sin x.

(

Ham s6 y = sin x:
+ Cotap xacdinh la Rvatap giatrila[-1; 1];
« Laham sb |é va tuan hoan véi chu ki 2m;

. Péng bién trén m&i khoang [_E ko By kznj va nghich bién trén méi khoang

L o kon 3n | kon ke
5 2

| « Co do thj déi xtrng qua goc toa do va goi la mét duang hinh sin.

o

3 Vidu 4. SUr dung d6 thi & Hinh 1.14, hay xac dinh cac gia tri cla x trén doan {-E; ﬁ} dé
ham s y = sinx: 2 2
a) Nhan gia tri bang 0; b) Nhan gia tri duwong.
Giai
a) T @4 thi ta suy ra trén doan [—%: 3—;} y=0khi x=0;x ==.
b) Ham s nhan gia tri dwong tng véi phan dé thi nam trén truc hoanh. T @6 thi ta suy ra
trén doan {—g; 3—;} thiy > 0 khi x €(0;).
'® Luyén tip 4. Tim tap gia tri ca ham sb y = 2sin x.
'3 vian dung 1. Xét tinh hubng mé dau.
a) Giai bai toan & tinh huéng mé dau.
b) Biét rang qué trinh hit vao xay ra khi v > 0 va qué trinh thé ra xay ra khi v < 0.
Tronq khoang thoi gian tir 0 dén 5 giay, khoang thai diém nao thi ngudi do hit vao? nguoi
do tho ra?
4.0 THI VA TiNH CHAT CUAHAM S0 y= cos x

) wes. Cho ham sb y = cos x.
a) Xét tinh chdn, |& clia ham sé.

b

EE

Hoan thanh bang gia tri sau cia ham sé y = cos x trén doan [-m; 7] péng cach tinh gia tr
cla cos x v&i nhitng x khéng am, sau dé sir dung két qua cau a dé suy ra gia tri tuong
trng cua cos x v&i nhirng x am.

4 2 4 4 2 4
COSX ? ? ? ? ? ? ? ? ?

Bang céch lay nhiéu diém M(x; cosx) V&i X e[-m; n] va nédi lai ta dugc @6 thi ham sé
y = cos x trén doan [-m; 7.



c) Béng cach Iam tuong ty cau b cho cac doan khac co dé dai béng chuki T =2x, ta duoc
d6 thi clia ham s6 y = cos x nhu hinh duéi day.

4 y = cosx
- EE OEE EE BN EN N NN N N BN BN BN BN EW SN N W o Em -1 ------------------------
— 2% \, 2/ /s L N2 "
- Sl P @ BN 0w S S N
g Sl T |g 2 e
Hinh 1.15

d) Tir d6thj & Hinh 1.15, hay cho biéttap giatri, cackhoang déng bién, cackhoang nghich bién
cliaham sé y = cos x.
" Ham sb ¥ = COS X |
« Cotap xacdinhla Rvatap giatrila[-1; 1];
« La ham sé chén va tuan hoan véi chu ki 27;
« Dong bién trén méi khoang (—r + k2, k2r) va nghich bién trén m&i khoéng
(k2n'1t+ kZH} keZ
| = Co db thi la mot duéng hinh sin d6i xrng qua truc tung.

3 Vi dus. SUr dung dd thi & Hinh 1.15, hay xac dinh céc gia tri clia x trén doan {—%ﬁ %} aé
ham sb y = cos x:

a) Nhan gia fri bang 0; b) Nhén gia tri am.
Giai
a) T dd thj ta suy ra trén doan _% il .y =0khix = - 3% x:—E, K=,
D 12 g 2 2
b) Ham sé nhan gia tri &m (ng voi phan dé thi nam duwdi truc hoanh. T d6 thi ta suy ra trén
doan | -3F: = | thiy < 0 khi x < [-ﬁ;-f .
5° 3 272

9 Luyén tip 5. Tim tap gia tri ciia ham s6 y = -3 cos x.

% vin dung 2. Trong Vat li, ta biét rang phuong trinh tbng quat ciia mét vat dao déng diéu hoa
cho bdi cong thirc x(t) = Acos(wt + ¢), trong d6 tla thoi diém (tinh bang giay), x(t)1a li d6 cua
vét tai thoi diém t, A la bién dd dao dong (A > 0), wt + ¢ la pha cla dao déng tai thoi diém t
va ¢ e [-m;n] la pha ban dau clia dao déng. Dao déng diéu hoa nay co chuki T = = (tic la
khoang thai gian dé vat thuc hién mét dao déng toan phan). v
Gia str mét vat dao dong diéu hoa theo phuong trinh x(t) = -5 cos 4nt (cm).

a) Hay xéac dinh bién d6 va pha ban dau clia dao déng.

b) Tinh pha cla dao déng tai thoi diém t = 2 (giéy). Hai trong khoang thoi gian 2 giay,
vat thuc hién dwoc bao nhiéu dao déng toan phan?



5.D0 THI VA TiNH CHAT CUAHAM S0 y = tan x

3 1o6. Cho ham sé y = tan x.
a) Xét tinh chan, Ié clia ham sb.

b) Hoan thanh bang gia tri sau clia ham sé y = tan x trén khoang [—%; g]

. = | x| = . T z z
3 4 6 6 4 3
y=tanx | 2 ? ? ? ? ? ?

B&ng cach lay nhiéu diém M(x; tanx) véi x e [_E; EJ va ndi lai, ta duoc dd thi clia ham
sb y = tan x trén khoang [—g: %J

c) Bang cach lam tuong tw cau b cho cac khoang khac cé dé dai bang chu ki T = r, ta duoc
@4 thi cha ham sb y = tan x nhu hinh dwdi day.

y L

ST

Hinh 1.16

Tir d6 thi & Hinh 1.16, hay tim tap gia tri va cac khoang ddng bién ctia ham sé y = tanx.

il b

Ham s y =tanx:
. Cotap xac dinh la R\{% k| k z} va tap gia tri 1a &
« Laham sé |é va tuan hoan véi chu ki =

- Déng bién trén méi khoang [-g + Km; g + kn}k cZ:

= C6 dé thj di xtirng qua gdc toa dé.




3]

'} Vidu 6. SU dung dd thi @a vé & Hinh 1.16, hay xac dinh cac gia tri clia x trén doan
dé ham so6 y = tanx:

a) Nhan gia tri bang 0;
Giai

b) Nhan gia tri dwong.

a)Tw do thi ta suy ra trén doan {—n; %} y=0khi x=-mx=0x=m

b) Ham sé nhan gia tri dwong tng véi phan dd thi nam trén truc hoanh. Tir d6 thj ta suy ra

trén doan | S | thi y > 0 khi x —n;—E]u 0 Z|ul 3_“]
2 2 2 2

9 Luyén tip 6. SIr dung 6 thi da vé & Hinh 1.16, hay xac dinh cac gia tri ctia x trén doan

{—n; %} dé ham sb y = tan x nhan gia tri am.

6. D0 THI VA TiNH CHAT CUAHAM S0 y= cot x

% up72. Cho ham sé y = cot x.
a) Xét tinh chan, 1é clia ham sb.

b) Hoan thanh bang gia tri sau clia ham sb y = cot x trén khoang (0; ).

3 L E = % 25 n =
6 4 3 2 3 4 6
cot x ? # ? ? ? ? ?

Bang cach lay nhiéu diém M(x; cotx) v6i x €(0; ©) va ndi lai, ta duwgc dd thi ciia ham sé

y =cotx trén khoang (0; ).

c) Bang cach lam twong tu cau b cho cac khoang khac co do dai bang chu ki T = r, ta dugc

d4 thj cla ham sb y = cot x nhu hinh dudi day.

&
i i y i '
1 1 1 []
i ] ] ]
i I ] ]
: : ‘ ‘
211 3% g —T ) T 1T 31 2m
¢ 2 : 2 2 : 2 :
i 1 i 1
i ; " :
] I 1 1
] ] 1 ]
1 1 1 [
: ; ! !
Hinh 1.17
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Tl d6 thj & Hinh 1.17, héy tim tap gia tri va cac khoang nghich bién clia ham sé y = cot x.

' Ham sé y = cot x;
. Cotap xac dinh 1a R\ {kr | k < Z} va tap gia tri 1a K;
« Laham sé I& va tuan hoan véi chu ki =;
« Nghich bién trén méi khoang (kmn+ kn), ke Z;
C6 d6 thj @di xtrng qua gbc toa dé. )

% Vidu 7. Sir dung d6 thi d4 vé& & Hinh 1.17, hay xéac dinh cac gia tri cla x trén doan {—E; 2-4
dé ham sé y= cotx: 2

a) Nhan gia tri bang 0; b) Nhan gia trj am.
Giai
a) Tir d6 thj ta suy ra trén doan {_g; 2n}y= Okhi x = —g; X =g; %= %ﬁ

b) Ham sd nhan gia trj &m trng v&i phan dd thi ndm dwéi truc hoanh. Tir d6 thj ta suy ra trén

. §
doan | -—; 2z | thi y < O khi xE[-E; o]uﬁ; n]u[ﬁ; 2nJ.
2 2 2 2

\,
'® Luyén tip 7. S dung d6 thi d& vé & Hinh 1.17, hay xac dinh cac gia tri cla x trén doan
{—%; 21:} dé ham sb y = cot x nhan gia tri duwong.

BAITAP

1.15. Tim tap xac dinh ctia cac ham sb sau:
~1-cosx,

1+ cos x
Y =X Y NG TEx

1.16. Xét tinh chan |é clia cac ham sé sau:

a) y =sin2x + tan2x; b) y =cos x + sin? x:

C) y =sinxcos2x; d) y =sin x +cos x.

1.17. Tim tap gia tri ciia cac ham sb sau:

a)y=25in[x—%]—i; b) y =+/1+cosx - 2.
1.18. T @6 thi cha ham sd y = tan x, hdy tim céc gia tri x sao cho tanx = 0.
1.19. Gia str khi mét con séng bién di qua mét céi coc & ngoai khoi, chiéu cao clia nudc duoc

mé hinh hoa bai ham sé h(t)= 90003(%:‘}, trong dé h(t) la d6 cao tinh bang centimét

trén murc nwéc bién trung binh tai thoi diém t giay.
a) Tim chu ki clia séng.

b) Tim chiéu cao clia séng, ttcla khoang cach theo phwong thang ding gitra day va dinh
clia song.
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PHUONG TRINH LUGNG GIAC

CO BAN

THUAT NGO | KIENTHUC, Ki NANG

; * Nhan biét cong thurc nghiém cla phwong trinh lwong giac
co ban bang cach van dung dé thi ham sé lirgng giac tuong trng.

* Tinh nghiém gép dung cua phuwong trinh lwgng giac co ban
bang may tinh cam tay.

« Giai phuong trinh luong giac & dang van dung truc tiép
phuong trinh lrgng giac co ban.

« Giai quyét mot sdé van dé thye tién gan véi phuong trinh
Iurong giac.

* Phuwong trinh lvgng giac

* Phuong trinh lwong giac
co ban

« Cdng thirc nghiém

Mét qua dan phao duoc ban ra khoi nong phao véi van toc
ban dau c6 d6 I6n v, khéng déi. Tim goc ban o. @& qua dan
phao bay xa nhat, b6 qua strc can ctia khéng khi va coi qua
dan phéo dwoc ban ra tir mat déat.

Hinh 1.18. Dan phao

1. KHAI NIEM PHU'ONG TRINH TUONG DUONG

» Ho1. Nhan biét khai niém hai phwong trinh twong dwong

Cho hai phwong trinh 2x -4 =0 va (x - 2)(;{2 + 1) =0.
Tim va so séanh tap nghiém cutia hai phuong trinh trén.

+ Hai phuong trinh dwoc goi la tirong duwong khi ching co cung tap nghiém.
« Néu phuong trinh f(x)=0 twong dwong voi phuong trinh g(x)=0 thi ta viét
f(x)=0< g(x)=0.

Chu y. Hai phuong trinh vé nghiém la twong duong.
'3 Vidu 1. Hai phuong trinh sau c6 tuong duong khéng?
2x+6=0va x> +6x+9=0.
Giai
Tap nghiém cla phwong trinh 2x+ 6 =01a S, = {-3}.
Phuong trinh x2 +6x +9 =0 dwoc viét lai thanh (x +3)2 =0, do @6 tap nghiém cla no la
Vay hai phuong trinh trén la twong duong.




3 Luyén tdp 1. Xét si twong dwong cla hai phuong trinh sau:
-1 gvl 2120,
x+1

Chuy. Bé giai phuong trinh, théng thuong ta bién ddi phurong trinh @6 thanh mét phuong trinh
twong duong don gian hon. Cac phép bién déi nhu vay goi la cac phép bién doi tirong duong.

Néu thire hién cac phép bién dbi sau day trén mét phwong trinh ma khéng lam thay doi diéu
kién ctia n6 thi ta duwgc mét phwong trinh méi twong dwong véi phuwong trinh da cho:

a) Cong hay trir hai vé véi cung mét sd hoac mét biéu thire:
f(x)=g(x) <= f(x)+ h(x)=g(x)+ h(x).

b) Nhé&n hoac chia hai vé VOi cung moét s6 khac 0 hodc véi cung mot biéu thirc luén cod giatr
khac O:

f(x) = g(x) & F(x)h(x) = g(x)h(x), (h(x) # 0).
2.PHUONG TRINH sinx=m

3 102, Nhan biét cong thirc nghiém cua phwong trinh sin x = % Y

1Y

a) Quan sat Hinh 1.19, tim céc nghiém clia phuong trinh 1

d& cho trong nira khoang [0; 2r). ML —12 = M
b) Dwa vaotinh tudn hoan clia ham sé sin, hay viét cong thiee Bl a

nghiém clia phwong trinh da cho. 0 o
Minh hoa bang dé thi: Nghiém cla phuong trinh sinxzé
la hoanh dé cac giao diém cla duong thang y =% va do thi
ham s y = sinx. Hinh 1.19

va db thi ham sé y - sin x

Téng quat, xét phuwong trinh sinx = m (*).

— Néu |ml =1 thi phwong trinh (*) vé6 nghiém vi |sinx|<1
véimoi x eR.

— Néu |ml <1 thi tén tai duy nhét ae{—g; %} thod man

sin oo = m. Khi do6, trén doan c6 d6 dai 2= la {—g%}
phuwong trinh (*) c6 cac nghiém aova - o (H.1.21). -1

Hinh 1.21
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Do tinh tuan hoan véi chu ki 2r cla ham sin, ta chi viéc coéng vao cac nghiém nay cac béi

nguyén ctia 27 thi sé dugc tat ca cac nghiém cla phuong trinh (*).

« Phwong trinh sin x = m cé nghiém khi va chi khi [ml < 1.
« Khi|m|<1, sé& tén tai duy nhét a [—g; ﬂ thoa man sina. = m. Khi do
= k
sinx=m < sinx=sina < X=0 iR (keZ).
Xx=n—-a+k2r
e
Chiy
a) Néu sb do clia goc o duoc cho bang don vi d6 thi
=o® + k360°
sinx=sina® e | & T (keZ).
x=180° — o.® + k360°

b) Mét sb trudng hop dac biét:
e sinx=0& x=kn, keZ

‘ sinx=1<:>x=g+k2n,kez.
. sinx=—1<:>x=—%+k2n,kez.
'$ Vi du 2. Giai cac phuong trinh sau:

J3

a)sinx = ——; b) sinx =—.
2 3
Giai
: x=—24 k2n
; 3 : ; s ;
a) smx:——<:>smx=sm[——]c> (k € Z). 5inu=3inv<;rw
2 3 4r
X=?+k2ﬂ B

b) Goi o e {-g; ﬂ la goc thoa mén sino = % Khi d6 ta co;

: 1 . _ X=a+kK2n
sinx =— <& sinx=sina < (k eZ).
3 X=n—a+Kk2n
) Vi du 2. Giai phuong trinh sin2x = sin(60° - 3x).
Giai
2x =60° —3x + k360°

sin2x = sin(60° = 3x) P
2x=180° - (50@ N 3x) + k360°

(k 7).

' 5x =60° + k360° L =12° + K72°
| —x=120°+ k360° | x =—120° — k360°

u=v+k2n
U=n—-V+Kk2n

(k e Z).
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® vi du 4. Giai bai toan & tinh huéng mé dau.
Giai [
Chﬁon hétructoa dé cd géc toa dé dé:[ tai vi tri
khau phao, truc Ox theo huong khau phao
nhu hinh bén. Khi d6, theo Vatli, ta biét rang
quy dao ctia qua dan phao co6 dang duéng
parabol co phuwong trinh (voi g la gia toc

trong truéng) y:ﬁx2 + x tana. ’
0 X
2 .
Cho y=0taduoc szz + xtano =0, suy ra x= 0 hoac x =M.
2v; cos® o g
B s P 2
Qua dan tiép At khi x = 2512% T4 c6 x = YOSN2% Vo4&, hiing xay ra khi sin2o =1.
g g g

Giai phurong trinh sin2a = 1, ta duoc a =§+kn, keZ Do0<aq g% nén o =% hay o = 45°,

Vay qua dan phao sé bay xa nhat khi géc ban bang 45°.

'» tuyéntdp 2. Giai cac phuong trinh sau: a) sinx = %; b) sin3x = —sin5x.

3.PHUONG TRINHcosx=m :
- . M
2 1oz, Nhan biét cong thire nghiém cua phwong trinh
1 1
COS X =—— ol
2 2
R 2 -1 O
a) Quan sat Hinh 1.22a, tim cac nghiém cua phwong
trinh d& cho trong nira khoang [ ).
b) Dua vao tinh tuan hoan ctia ham sb césin, hay viét M
céng thirc nghiém ctia phuong trinh dé cho. Hinh 1.22a

Minh hoa bang d6 thj: Nghiém cla phuong trinh cos x = -% la hoanh d6 cac giao diém clia

dwong thang y = —% va dd thj ham sé y = cos x.

14 Y
" 3 2/_\3 i R ¥ & 3 ‘“f\s - ey ..
v = 7 B = v >
X . G N/ 1©_ . \ / ;
1

T
¥ = cOSX |

Hinh 1.23. Budng thdng y = % va db thj ham sé y = cos x
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J(b- o q-%i

+ Phuong trinh cosx = m ¢6 nghiém khi va chi khi [m| < 1.
« Khi |Iml<1, sé t6n tai duy nhat o« <c[0;x] thoa man

cosa =m. Khi do

x=a+k2n
COSX =M < COS X =CoSa & (k eZ).
X=-o+k2n
Chuy
u,y i . i Hinh 1.22b
a) Néu so do cua goéc o duwgc cho bang don vi do thi
x=0a° +k360°
cosx =cosa’ & (k e Z).
x =—a” + k360°
b) Mét s trvéng hop dac biét:
. COSXZUC)XZ%-FRTE, KeZ.
e cosx=1< x=k2n keZ.
e cCOSX=-1x=n+k2n, keZ.
'» vidu 5. Giai cac phuong frinh sau:
3
a)cosX:—%; b)cosx =0,1 CcosuU=cosV < u=1v+k2n(k e Z).
Giai
a) cos x =—§<:> COS X =cos%<:> x=i%Tt +k2m, k € Z.

b) Goi o € [0; 7] 1a géc thod mén cose =0,1. Khi d6 ta co:

cosx=01<=cosx=cosa < x=*ta+k2n, ke Z.
'} Vi du 6. Giai phuong trinh cos 2x = cos(45° — x).
Giai
2x =45° — x + k360°

cos2x = cos(45° — x) <
2x — -(45° - x) + k360°

E - o 0 - Ts] o
s 3x =45° + k360 5 x =15+ k120 (keZ).

| x =—45° + k360° | x =—45° + k360°

3 Luyén tip 3. Giai cac phuong trinh sau: a)2cosx = J2; b) cos3x —sindx =0.

'» Vindung
Khi Mat Trang quay quanh Trai Dat, mat d6i dién voi Tréi Dat thuong chi duoc Mat Troi chiéu
sang mét phan. Cac pha ctua Mét Trang mé ta mirc dé phan bé mat clia né dwgc Mat Troi
chiéu sang. Khi goc gitta Mat Troi, Trai Pat va Mat Trang 1a o (0° < <360°)thitilé Fcla
phan Mat Trang duoc chiéu sang cho bai céng thirc
F= l(1 —cosa).
- (Theo trang usno.navy.mil).
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Xac dinh géc o trong tng véi cac pha sau clia Mét Trang:
a) F= 0 (trang mai);

b) F=0,25 (trang ludi liém); e : “i"at Trang
c) F= 0,5 (trang ban nguyét dau thang hoac //:t Mt Edi

tréng ban nguyét cudi thang);

% Trai Dét ;
d) F= 1 (trang tron). “

-------

4.PHUONG TRINH tan x=m
2 uo4a. Nhan biét céng thirc nghiém cua phwong trinh tan x =1
a) Quan sat Hinh 1.24, hay cho biét dudng théng y = 1 cat dd thj ham sd y = tan x tai may
diém trén khoang [_g; %}7

¥i=
7% 5z J
2 2 1 ! .
fm_ M _ > Tem T T X
3 3r 3 2m 4+ 4+2’t 4+3Tt

----r:)rn----
S
.--------':Jl.g:------.
ﬂ\
--------;Jl.;:------

Hinh 1.24. Duong thang y = 1 va do thi ham sé y— tan x

b) Dwa vao tinh tuan hoan ctia ham tang, hay viét cong thirc nghiém clia phuwong trinh dé cho.

» Phuwong trinh tan x = m c6 nghiém v&i moi m.

« VGimoi m e R, dn tai duy nhét o e[-%; g] thoa man tan o = m. Khi do

L tanx =m<tanx =tana < x=a + kn (k e Z).

Chii y. Néu sé do cua goc o duoc cho bang don vi dé thi
tanx =tana® < x=a° + k180° (k € Z).

9 Vi du 7. Giai cac phuong trinh sau: a) tanx = —/3 b)tanx = 2.
Giai
a) tanx =—\/§<:>tanx=tan[—g)<:>x =—g+kn, k € Z.
b) Goi a e[—g; g] la géc thoa méan tana = 2. Khi d6 ta co:
tanx=2 < tanx=tanoa < x=a+ kn, keZ.

‘9 Luyén tip 4. Giai cac phuong trinh sau:  a) 3 tan2x =—1; b) tan3x +tan5x = 0.
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5.PHUONG TRiNHcot x=m

? wos. Nhan biét céng thirc nghiém cua phwong trinh cot x = —1

a) Quan sat Hinh 1.25, hay cho biét duéng thdng y = —1 cat dé thi ham sé y = cot x tai may
diém trén khoang (0;r)?

i i i V4 i i i

" ' ;| ¥ = cotx i " "

] ] ] 1 ] 1

i " " " ' "

: T e ! 1 : T T : T : b !

i x 1 i k. : s ! 1 1 i
E "] W ITRe P R IF N ] E
: : : 1 g :

; " ; I " ;

: i : : i :

Hinh 1.25. Buéng thing y = —1 va dé thi ham sé y = cot x

b) Dwa vao tinh tuan hoan cla ham cétang, héy viét céng thirc nghiém clia phwong trinh
da cho.

» Phuwong trinh cot x = m c6 nghiém v&i moi m.

r

« V&imoi m e R, ton tai duy nhat a <(0;%) thod mén cota = m. Khi d6

cotx=me cotx=coto < x=a+kn (keZ).

L

Chuy. Néu sé do géc o duwoc cho bang don vi dd thi
cotx =cota® < x = a® + k180° (k e Z).
P vidu 8. Giai cac phwong trinh sau: GOt = COtV &5 i = v + K (K e Z).
a) cotx =—f3 ; b) cotx=5.
Giai
a) cotx = —J§ < cotx = cot(—%) Camodl :—g+ kr, k e Z.

b) Goi a €(0;x) la goc thod mén coto = 5. Khi d6 ta co:

cotx=bocotx=cotoo = x=o+km keZ.

® wuyéntip 5. Giai cac phuong trinh sau: a) cotx =1; b) /3cotx+1=0.



6.SU'DUNG MAY TINH CAM TAY TIMMOT GOC KHI BIETGIA TRI
LUONG GIACCUANO

Céc phim (sin™), (cos™) va (tan™') cia may tinh cam tay dugc dung dé tim s6 do (06 hoéc
radian) cua mét goc khi biét mét trong céac gia tri lveng giac cua no.

' e

Dé tim sb do ta thurc hién cac budc sau:
Buwde 1. Chon don vi do goc (d6 hoac radian).
Muén tim sb do d6 (dong trén cung clia man hinh xuat hién chir nhé D), ta an
(s3r7) (g (8]
Mudn tim sb do radian (dong trén cung clia man hinh xuét hién chi nho R), ta an
(s
Buéce 2. Tim sé do géc.

Khi biét sin, césin hay tang clia goc acan tim bang m, ta lan luot an cac phim (sar) va
mGt trong cac phim [sin], [eos) va [tan], roi nhap gia tri Iu’O’ng giac m va cudi cung an phim
[=). Luc nay trén man hinh cho két qua la sb do clia géc o (6 hoac radian).

Chuay

« Khi & ché d6 radian, cac phim (sin™'), (tan-'), cho két qua la mét sé thuéc khoang
(—g 5] phim (cos™) cho két qua la mét s thudc khoang (0; =), tat nhién voi (sin') va
(cos™) thi |m| < 1.

» Khi & ché @6 sé do d6, cac phim (sin™') va (tan™') cho két qua la sé do goc o tir —90°
dén 90°, phim (cos™) cho két qua |a sé do goc o tir 0° dén 180°, vai (sin™') va (cos™)

thi [ml <1.
« Khi cé két qua (trwéng hop chon don vi do dd), &n phim FJ thi dua két qua vé dang
do - phut - giay.
'3 Vi du 9. Sir dung may tinh cam tay, tim sé do dé va radian cla géc a., biét sina = 0,58.
Giai
Sé do do:
sina. Bé&m phim Man hinh hién |Két qua clia a (gan dung)
0,58 | (sar) oo (3] fsam) (sin) (0] (] (B) (8] (E] 2] | 35.45054264 45707 2"
S6 do radian:
sina Bam phim Man hinh hién | Két qua cla o. (gan dung)
0,58 | [sarr) oog) (4] (sarr) (sin] (0] () (5] (8] (E] | 0.6187286907 0,61873

'3 Luyén tip 6. SIr dung may tinh cam tay, tim sé do d6 va radian cla géc o., biét:

a) cosa =-0,75; b) tana = 2,46; c) cota =-6,18.
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BAITAP

1.20. Giai cac phwong trinh sau:

a) sinx:%; b) 2cos x :-\/5;
C)ﬁtan{%HS"j:i; d) cot(2x—1):cot%.
1.21. Giai cac phwong trinh sau: a) sin2x +cos4x =0; b)cos3x =—cos7X.

1.22. M6t qua dan phao dwoc bén ra khoi nong phéo véi van téc ban dau v, = 500 m/s
hop véi phuong ngang mét goc o. Trong Vat li, ta biét rang, néu bd qua strc can cla
khéng khi va coi qua dan phao duoc ban ra tr mat dat thi quy dao clia qua dan tuan theo
phuong trinh y = 2_—92)(2 +xtana, & d6 g = 9,8 m/s? 14 gia téc trong trwong.

2vy Cos“ o

a) Tinh theo géc ban . tam xa ma qua dan dat i (ttrc 1a khoadng céch tir vi tri bén dén
diem qua dan cham dat).
b) Tim géc ban o. dé qua dan trung muc tiéu cach vj tri dat khdu phao 22 000 m.
c) Tim géc bén o dé qua dan dat d6 cao 16n nhét.
1.23. Gia str mét vat dao dong diéu hoa xung quanh vj tri can bang theo phwong trinh
?!\
X = 2005{51‘ ——J.
o 6
O day, thoi gian ttinh bang gidy va quéng duong x tinh bang centimét. Hay cho biét trong
khoang thoi gian tir O dén 6 giay, vat di qua vi tri can bang bao nhiéu lan?

Em co biét? ~
Lurong gide duoc phat trién bdi cac nha thién van hoc nguéi Hy Lap cé dai, nhirng
nguoi coi bau tréi la nam bén trong clia mét mat cau, do dé 1& tw nhién la cac hinh
tam giac trén mat cau duoc nghién clru kha sém boéi Menelaus & Alexandria vao
khoang nam 100 sau Céng nguyén va cac hinh tam giac trén mat phdng dwoc nghién
ctru mudn hon nhiéu. Cudn sach dau tién chira dung cac phwong phap xt li cé hé
théng vé lugng giac phang va luong giac cau dwoc viét bdi nha thién van hoc ngudi
Ba Tu Nasir Eddin, khoang nam 1250 sau Céng nguyén.

Regiomontanus (1436 — 1476) la ngu&i co cong Ion trong viéc chuyén Luong giac tir
Thién van hoc sang Toan hoc. Céng trinh clia 6ng da duoc cai tién boi Copernicus
(1473 — 1543) va mét hoc trd clia Copernicus la Rhaeticus (1514 — 1576). Cudn sach
clia Rhaeticus la cudn sach dau tién dinh nghia cac ham luong giac |a ti sé cac canh
clia tam giac, mac du 6ng chuwa duwara tén goi nhu hién nay ciia ching. Cac tén goiva
ki hiéu nhu ngay nay ching ta dung dwgc dwa ra boi Leonhard Euler (1707 — 1783),
ngudi da xay dung li thuyét hién dai vé cac ham sé luong giac trong cudn “Mé dau
Vvé giai tich cac dai luong vo cung bé” xuat ban nam 1748,

Lwong giac 1a nganh khoa hoc cé nhiéu tng dung. Co6 thé ké dén viéc sir dung
Lwong giac trong cac van dé do dac cla Thién van va Bia li, cing nhw nhiing trng
dung phong phu cla Lugng giac trong Li thuyét s6, Co hoc, Bién hoc, Hoa hoc,
Sinh hoc, Hai duong hoc, D& hoa may tinh, Li thuyét &m nhac va nhiéu linh vuc khac.

(Theo C.B. Boyer, U.C. Merzbach, A History of Mathematics, Third Edition, Wiley, 2011).

4 A
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BAI TAP CUOI CHUONG |

A-TRAC NGHIEM

1.24. Biéu dién cac goc luong giac a:—%, ﬁz%, yz%, Sz% trén duong tron
lwong giac. Cac géc nao co diém biéu dién trung nhau?
A pvay. B.o.B.v.
C. B % .6 D. avap.

1.25. Trong céac khang dinh sau, khang dinh nao la sai?
A sin{(n—a)=sina. B. cos(n—a)=cosa.
C.sin(n+a)=-sino D. cos(n+ o) =—cosc.

1.26. Trong cac khéng dinh sau, khang dinh hao la sai?
A. cos(a—b)=cosacosb-sinasinb. B. sin(a—b)=sinacosb —-cosasinb.
C. cos(a + b)=cosacosb - sinasinb. D. sin(a + b) =sinacosb + cosasinb.
1.27. Rut gon biéu thirc M =cos(a+b)cos(a—b)-sin(a +_b)-9in(a ~b), ta duoc
A. M =sin4a. B. M=1-2cos?a. C.M=1-2sinfa. D. M=cos4a.

1.28. Khang dinh nao sau day |a sai?
A. Ham sb y = cos x c6 tap xac dinh la R.
B. Ham sb y = cos x co tap gia trila [-1; 1].
C. Ham sb y = cos x la ham s6 é.
D. Ham sé y = cos x tuan hoan vai chu ki 2.
1.29. Trong cac ham sbé sau day, ham sé nao la ham tuan hoan?
A y=tanx +x. B.y=x%+1. C. y =cotx. B y=>0%
X

1.30. B4 thi clia cac ham sb y = sinx va y = cos x cat nhau tai bao nhiéu diém cé hoanh doé

thudc doan [—2n;5—2ﬂ ?

A. 5. B.6. C. 4. D. 7.
1.31. Tap xac dinh clia ham sé y = 22X _ |3
sinx -1
A R\{k2n|k e Z}. B. R\{g+k2n|kez}.

T
C.R\{E+kﬂ|kez}. D. R\{kr|keZ}.




B -TU LUAN

1.32. Cho goc o. thoa mén g< o< T, COSa = —l. Tinh gia tri clia cac biéu thirc sau:

J3

. £ . : _T. "
a) sin [OH'E]’ b) cos(a-r- 6]' C) sm[a 3], d) cos[a 6]'

1.33. Cho géc bat ki o. Chirng minh cac dang thirc sau:

a) (sino+ cos a)2 =1+ sin2q; b) cos* o - sin* a = cos2a.
1.34. Tim tap gia tri ciia cac ham sé sau:
a)y=2005[2x—g]—1; b) y =sinx + cos x.
1.35. Giai cac phwong trinh sau:
a) cos[-?:x —%] = —%; b) 2sin® X —1+cos3x = 0; c) tan [IZX +g] =tan [x —%J

1.36. Huyét ap la ap luc can thiét tac déng |én thanh ctia déng mach dé& dua mau tir tim dén
nuéi duwdng cac mé trong co thé. Huyét ap duoc tao ra do luc co bép clia co tim va strc
can cua thanh déng mach. Méi lan tim dap, huyét ap clia chung ta tang rdi giam gitra cac
nhip. Huyét ap téi da va huyét ap téi thiéu duwroc goi twong teing la huyét ap tam thu va tam
trwong. Chi sé huyét ap clia chung ta duoc viét la huyét ap tam thu/mhuyét ap tam trwong.
Chi s6 huyét ap 120/80 la binh thudng. Gia str huyét ap ctia mét ngudi nao dé duoc mé
hinh hoa b&i ham sé

p(t)=115+ 25sin(160xt),
trong @6 p(t) la huyét ap tinh theo don vi mmHg (milimét thuy ngan) va thoi gian t tinh
theo phut.
a) Tim chu ki ctia ham s6 p(t).
b) Tim sb nhip tim méi phut.
c) Tim chi sé huyét ép. So sanh huyét ap clia ngudi nay vai huyét ap binh thudng.

1.37. Khi mét tia sang truyén tir khéng khi vao mat nuéc thi
mét phan tia sang bi phan xa trén bé mat, phan con lai Wk
bi khuc xa nhu trong Hinh 1.26. Goc toi i lién hé voi géc S :
khic xa rboi Binh luat khiic xa anh sang

sini _ny
sinr n,’

e

O day, n, va n, tuong tng |a chiét suat clia mai truéng 1
(khéng khi) va méi trudng 2 (nwdc). Cho biét goc toi
i =50°, hay tinh géc khuc xa, biét rang chiét suét clia
khéng khi bang 1 con chiét suat ctia nwdc 1a 1,33, Hinh 1.26

N
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CHUONG I
DAY SO CAP sO CONG
VA CAP sO NHAN

Chuong nay gici thieu nhu=ng kha| niém co ban vé day s6 (hiku
han va v6 han), mét loai ham s6 ma bién sé la nhirng SO Nguyén
duong, va trinh bay mét cach hé thong hai day so dac biét, co
nhiéu (rng dung trong thuc tién la cap sé céng va cap sé nhan.

THUAT NGU KIEN THUC, Ki NANG

« Day sb i = Nhan biét day sé hiru han, day sé vé han.

- Day sb tang P Theé hién cach cho day s6 bang liét ké cac sé hang; bang céng thirc
- D3y sb giam tong qué't; bang hé'thL]"c.truyr hoi; bang cach mé ta. '

« DAy sé bj chan * Nhéan biet tinh chat tang, giam, bj chan ctia day sé trong nhirng

trurong hop don gian.

Nam 2020, s dan ctia mét thanh phé truc thudce tinh 1a khoang 500 nghin ngwéi. Nguwai ta
wéce tinh rang sé dan cla thanh phé d6 sé tang trwdng véi téc d6 khoang 2% méi nam.
Khi d6 sé dan P, (nghin nguwoi) clia thanh phd d6 sau n nam, ké tir nam 2020, dugc tinh
béng céng thirc P, =500(1+ 0,02)” . Héi néu téng trwéng theo quy luat nhu vay thi vao nam
2030, sb dan cla thanh phd d6 1a khoang bao nhiéu nghin nguwdi?

- - o
1. DINHNGHIADAY SO
3 uo1. Nhan biét day s6 v6 han Sé chinh phuong la sé

Viét nam s6 chinh phuong dau theo thir tu téng dan. Tir @6, du doan bang binh phurong ciia
c6ng thirc tinh 6 chinh phuong thir n. S 80 Senhisn.

Tlr cong thirc nhan duoc, ta co quy tac dé viét duoc day gom tat ca
céac sbé chinh phuong.
» MG6iham s v xéc dinh trén tap cac sé nguyén duong N duoc goi la
mot day so vo han (goi tat la day so), ki hiéu la v = u(n).

+ Ta thudng wet u, thay cho u(n) va ki hiéu day sbé u = u(n) bO’I (u),
do do day sO (U, ) duwoc viét dugi dang khai trién Ly by Uy sy Wy s

S6 u, goi la sé hang dau, u, la sé hang thtr n va goi la sé hang
téng quat clia day sd.

b o

Chiy. NeuvneN, u, =c thi (u,) duoc goi la day s6 khéng dai.




) vi du 1. Xac dinh sé hang déu va sb hang téng quat clia méi day sé sau:
a) D&y sb (u,) cac s6 tw nhiénlé: 1,3, 5,7 ...
b) Day s6 (v,) cac s6 nguyén dwong chia hétcho 5: 5, 10, 15, 20, ...
Giai
a) Day (u,) c6 sb hang dau u, = 1va sb hang téng quat u, =2n —1.
b) D&y (v,) cé sb hang dau v, = 5 va sb hang tng quat v, = 5n.

5

» wo2. Nhan biét day sé hiru han
a) Liétké tat ca cac s6 chinh phuong nhé hon 50 va sap xép chung theo thir tu tir bé dén 16n.
b) Viét cong thirc sb hang v, clia cac sé tim dwoc & cau a) va néu rd diéu kién clia n.

« Méi ham sb u xac dinh trén tap M = it25 ...,m}vc’ri meN
duwoc goi la mét day sé hiru han.

« Dang khai trién clia day sé hivu han la u,, u,, ..., U,
S6 u, goi la s6 hang déu, s6 u,, goi |a s6 hang cudi.

P Vi du 2. Xét day s hitu han gém céac sb tw nhién I& nhé hon 20, sap xép theo thir tu tir bé
dén lén.
a) Liét ké tat ca cac s hang cla day s hitu han nay.
b) Tim sé hang déu va sé hang cudi clia day s6 do.
Giai
a) Cac sb hang cladaysbla: 1,3,5,7,9, 11, 13, 15, 17, 19.
b) Sé hang dau clia day sé nay 1a 1 va sb hang cudi clia day sb 1a 19.
D Luyén tip 1. a) Xét day sb gém tat ca cac sé tu nhién chia cho 5 duw 1 theo thir tu tang déan.
Xac dinh s hang téng quat clia déy sé.

b) Viét day s hiru han gém nam so hang dau cla day s6 trong cau a. Xac dinh sé hang dau
va s6 hang cudi cla day sb hitu han nay.

2.CAc CACHCHO MOTDAY S0 - ,
Hay dé y dén hiéu hai so

2 woz. Nhan biét cac cach cho mét day sé hang lién tiép cuia day so.
Xét day s6 (u, ) gém tat ca cac sb nguyén duong chia hét cho 5:
510,158, 20, 25,30,
a) Viét cong thirc s6 hang téng quat u_cla déy sé.

b) Xac dinh sb hang dau va viét céng thire tinh s6 hang ther n
theo sé hang thtr n— 1 clia day s6. Céng thirc thu duoc goi la
hé thire truy héi.
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Mét day s co thé cho bang:
Liét ké cac sb hang (chi dung cho cac day hitu han va co it sé hang);
Céng thirc clia sé hang téng quat;
Phuong phap mé ta;
Phuwong phap truy hoi.

' vidu 2. Tim nam sé hang dau va s hang thtr 100 ctia déy sé cho béi céng thirc sau:

=20, b)u e

a)u L -

Giai
a) Nam sbé hang dau cla day sé la: 2, 4, 6, 8, 10.

S6 hang thir 100 clia déy sb la u,,, =2-100 = 200. , o _
S0 nguyén to la sty nhién

b) Nam sé hang dau clia day sé la; -1 1 —1, 1 X IO o e chi B8 R
2 34 5 wéce sé la 1 va chinh noé.
()

Sé hang thir 100 clia déy s6 |a u,, b0 2

'} Vi du 4. Xét day s6 gom tat ca cac s6 nguyén t6 theo thir tu
tang dan. Viét nam so hang dau cua day so do.

Giai. Nam sd hang dau cla day sé la: 2, 3, 5, 7, 11. ‘
Hé thure truy hoi 1a hé

Chu y. Day sé gém tét ca cac sé nguyén té & Vi du 4 duoc thire bibu. thi =8 hang

cho béi phirong phap mé ta (s6 hang thi n 1a s6 nguyén t6 thir n cia diy s6 qua sb
thir n). Cho déen nay ’ngu’c‘)’i ta \{é‘in chuwa biet cé hay k’hc“)ng hang (hay vai sé hang)
mot cong thire tinh s6 nguyén 1o thir ntheo n (véi n bat ki), dirng trudc no.

hoéc la mét hé thirc tinh 6 nguyén t6 thir n theo mét vai s
nguyén t6 dung trwdc no.

3 vi du 5. Cho day sb xac dinh bang hé thirc truy héi:
u=1u,=3u, ,+2v0inz=2
Viét ba sé hang dau clia day sé nay.
Giai
Taco: 4, =1 u,=3,+2=3-1+2=5,4, =3u, +2=3-5+2=17.
3 Vi du 6. Giai bai toan & tinh huéng maé dau.
Giai
O day ta c6 n = 2030 — 2020 = 10. Vay sé dan cutia thanh phé dé vao nam 2030 sé |a
P, =500-(1,02)" ~ 609 (nghin nguoi).

‘D Luyén tip 2.
a) Viét nam s6 hang dau cltia day so (u, ) voi sb hang téng quét u, = n!.
b) Viét nam sé hang dau clia déy so Fibonacci (F, ) cho b&i hé thire truy hoi
F=1.8 =1
{Fn =F, s 4+F5 (23]
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Chu v. Dé co hinh anh triec quan vé day sé, ta thwéng biéu dién cac sé hang clia né trén

i g ; 1)’ : Lo, ;
truc so. Chang han, xét day so6 (u, ) voi u, = (1) Nam s6 hang dau clia day so nay la

A
1 1 1 1 1 . g e o < )
U=——,U,=—,Uy=——, U, =—, Us =——— va dugc bieu dién trén truc s6 nhw sau:
2 4 8 16 32
1 111 a
2 & 32 16 4
; b b ; -
=4 u, u, ul u, u, 1

s rd - » e 2 - - a” -
3.DAY SO TANG,DAY SO GIAMVA DAY SO Bl CHAN
} noa. Nhan biét day sé tang, day sé giam
a) Xét day s6 (u,) véi u, =3n-1.Tinh u, , va so sénh véi u,,.

b) Xét déy sb (v,) v6i v, = n—12 Tinh v,,,, va so sanh vadi v,,.

e
- Day sb (u,) dwoc goi la diy s6 tang néuta co u, , > u, véi moi ne N,
- Day s6 (u, ) dwoc goi la day s6 giam néutacé u, ,<u,véimoine N

L

'® Vi du 7. Xét tinh tang, giam clia d&y sbé (u, ), Vi u, = —2n +5.
Giai
Ta co
Upq—U, =[-2An+1)+5]-(-2n+5)=(-2n+3)+2n-5=-2<0,taclau, ,<u, VhelN .

Vay (u,) la day s6 giam.
1

n+1

'3 Luy@n tdp 3. Xét tinh tang, giam clia day s6 (u,,), Vi u, =
2 1os. Nhan biét day sé bj chin

Cho day s6 (u, ) véi u, =HT+1,vn eN*,

a)Sosanhu va 1.

b) Sosanh u_va 2.

- Day s6 (u, ) duoc goi la bi chan trén néu tén tai mét s6 M sao cho
u, <M voimoineN.
- Day s6 (u,) dugc goila bj chan duwdinéu tén tai mét s6 m sao cho
u, >mveimoine N,
» Day s6 (u,) dwoc goi la bi chan néu né vira bi chan trén vira bi chan
duai, tire 1a ton tai cac s m, Msao cho m<u, < M véimoine N,

) Vi du 8. Xét tinh bi chan cla day sé (u,), voiu, = n_—1.
n
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Giai
. gl ma - = 1 :
Day so (u,,) bi chan trén, vi u, =nT=1—;<1, VYnell.

Day s6 (u,) cting bj chan duéi, vi u, =+—>0, vne N,

Vay déay sb (u,,) bi chan.

J Luyén tdp 4. Xét tinh bj chan cla déy sbé (u,), v&i u, =2n-1.
3 Van dung. Anh Thanh vira dugc tuyén dung vao mat céng ty cong nghé, duoc cam két Irong
nam dau sé la 200 friéu dong va lbvong moi nam tiep theo sé dugc tang thém 25 triéu dong.

Goi s, (friéu dong) la lwong vao ndm thr n ma anh Thanh |am viéc cho cong ty d6. Khi d6
ta co:

§,=200,s =s,_,+25Vv0in=2.
a) Tinh luong clia anh Thanh vao nam thir 5 lam viéc cho céng ty.
b) Chirng minh (s, ) 1a déy sé tang. Giai thich y nghfa thuc té clia két qua nay.

BAITAP
2.1. Viét nam sb hang dau va sé hang thi 100 clia cac déy s6 (u,) co sé hang téng quat
cho bai:
a)Un=3”—2i b) Un:3-2n; C)Un'—[1+l] )
n

2.2. Day s6 (u,) cho béi hé thirc truy hoi: u;, =1, u, =n-u, ,véin=2.
a) Viét nam sé hang dau cua déay sé.
b) Dy doén céng thirc s hang téng quat u,,.

2.3. Xét tinh téng, giam clia day so (u,,), biét;

(_1}0 1
a)u,=2n-1, b) u, =-3n+2; c) e, = e
2.4. Trong cac day 6) (un) sau, day s nao bi chan dudi, bi chan trén, bj chan?
a)u,=n-1, b)u, = n+1; c)u, =sinm; d)unz(—1)”_1n2.
n+2
2.5. Viét sb hang tong quat clia day sb tang gom tat ca cac sé nguyén duwong ma méi sb
hang cua no:
a) Déu chia hét cho 3; b) Khi chia cho 4 duw 1.

2.6. Ong An gui tiét kiém 100 triéu dong ki han 1 thang véi 1&i suat 6% mét nam theo hinh
thirc tinh 18i kép. S6 tién (triéu déng) clia 6ng An thu duoc sau n thang duoc cho bai
cong thurc "

A =100[1+ 296}
12
a) Tim s tién 6ng An nhan duwoc sau thang th nhat, sau thang thir hai.

b) Tim sb tién 6ng An nhan dwoc sau 1 nam.
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2.7. Chj Huong vay tré gop mét khoan tién 100 triéu dong va dong ¥ tra dan 2 triéu dong moi
thang vai l&i suat 0,8% s0 tién con lai cia moi thang.

Goi A, (n<N) la s6 tién con no (triéu ddng) clia chi Huong sau n thang.
a) Tim lan luot Ay, A, Ay, Ay, A, As, Ag dé tinh s6 tién con no clia chi Huong sau 6 thang.

b) Dy doan hé thirc truy héi ddi véi day sé (A, ).

f-. Em c6 biét? @ N\

Day sé Fibonacci

Fibonacci la nha toan hoc néi tiéng nguoi ltalia. Trong cudn
sach Liber Abaci (Sach tinh) cUa 6ng, dugc viét nam 1202,
co bai toan sau:

“Mot dbi thd (gdm moét thé duc va mét th céi) cir méi thang
dé duroc mét ddi thé con (ciing gém mét thd durc va tho céi);
mét déi thd con, khi tron 2 thang tudi, sau méi thang dé ra
mét déi thé con, va qua trinh sinh né cir thé tiép dién. Héi sau
n théng c6 bao nhiéu dbi thé, néu dau nam (thang Giéng) cé
mot dbi tho so sinh?”.

Viéc giai quyét bai toan néi trén dan dén viéc nghién ctiu
déy so (F, ) cho béi hé thire truy hoi
. Fibonacci
F=1F=1 (1170 - 1250)
F,=F,_+F, ,(n>3).
Day sb nay dugc goi la ddy sé Fibonacci va cac sb hang clia né dugc goi la cac sé
Fibonacci.

Nguai ta chitng minh duoc rang sé hang téng quéat cla day Fibonacci cho bai

w8

D&y sb Fibonacci co réat nhiéu tinh chat dep, chang han:

1) F2=F, F,.,+(-1)"" v6imoin>2
2) F+R+FR+...+F, 4=F, voimoi n>1

3) F2+F2,=F,,,,v6imoin=1.

n+l —
Day s6 Fibonacci lién quan mat thiét véi nhiéu van dé cta Toan hoc, Vat i, Héi hoa,
Am nhac.

Cac sb6 Fibonacci xuét hién & khap noi trong thién nhién.

Héau hét cac bong hoa c6é s6 canh hoa la mét trong cac sb: F,, F,, F,, F,. Ry, Ry, Fyg. Fiy.
Chéng han, hoa loa kén c6 3 canh, hoa mao luong vang cé 5 canh, hoa cai 6 ré thwéng
co 8 canh, hoa cuc van tho c6 13 canh, hoa cuc tay co 21 canh, hoa cuc thwong co 34,
hoac 55 hoac 89 canh.

. w,




CAP sO CONG

THUAT NGU KIEN THU'C, KI NANG

« Cép sb cong « Nhan biét mét day sé 1a cap sé cong.

« Coéng sai » Giai thich céng thirc xac dinh sé hang téng quét ctia cp sb cong.
« S6 hang tdng quat « Tinh téng clia n s6 hang dau cuia cap sé cong.

+ Téng cua nsé hang dau i « Giai quyét mot sé van dé thuc tién gan véi cép sé cong.

M6t nha hat co 25 hang ghé voi 16 ghé &
hang th&r nhéat, 18 ghé & hang the hai, 20 ghé
& hang thir ba va cir tiép tuc theo quy luét do,
ttrc 1a hang sau nhiéu hon hang lién truéc nod
2 ghé. Tinh téng s6 ghé clia nha hat do.

1. BINHNGHIA

2 uo1. Nhan biét cdp sé cong
Cho day s6 (v ) gom tat ca cac s6 tu nhién [&, xép theo thir tur tang dan.
a) Viét nam sb hang dau cla day sé.

b) Dy doan céng thirc biéu dién sb hang u, theo sé hang u,, ..

f 2 S L = = A
« Cap so cong la mét day so (hiru han hay v6 han), trong do ké tr s6 hang thir hai,

m&i sb hang déu bang sb hang dirng ngay trwdc nd céng véi mét sé khéng ddi d.
Sé d dugc goi la cdng sai clia cap sb cong.
« Cap sb cong (u, ) voi cong sai d dugc cho béi hé thirc truy hoi

u,=u, . +dvoinz2, ]

A1)
B Day sb khéng ddi a, a, a, ... ¢ phaila mét cap sé céng khéng?
/B Vidu 1. Cho cép sb cong (u, ) c6 sé hang dau u, = 2 va cong sai d= 3. Hay viét nam s6 hang
dau clia cap sb cong nay.
Giai
N&m sé hang dau cla cép sb cdng nay la:
=2 u,=u,+d=2+3=5u,=U,+d=5+3 =8,
Uy =ty +d=8+3=1,uy;=u, +d =11+3=14.



rang (un) la mét cap s6 cong. Tim s6 hang dau u, va  céng, hay chtng minh hiéu hai sé
cong sai d cla no. hang lién tiép u_ —u,_, khéng déi.
Giai

Tacou, —u, ;=(5n-1)-|5(n-1)-1]=5,véimoin=2.
Do d6 (u, ) la cap sé cong co sd hang dauu, =5-1-1=4
va clng sai d= 5.

'} Luyén tdp 1. Cho day s6 (u, ) V6i u, =-2n+3. Ching minh rang (u, ) la mét cap s6 cong.
Xéc dinh sé hang dau va céng sai clia cap sb cong nay.

2.S0 HANG TONG QUAT

J 1B2. Céng thirc s6 hang téng quat cla cap sé céng
Cho cép s6 cong (u, ) v&i sb hang dau v, va cong sai d.
a) Tinh cac s6 hang v,, u,, u,, U, theo u, va d.

b) Dy doan céng thirc tinh s6 hang téng quéat v, theo u, va d.

Néu cép sb cong (u, ) co s6 hang dau u, va céng sai d thi s6 hang tong quét uv_
cla né duoc xac dinh theo céng thirc

u, =u, +(n-1)d.

Sam

\

'® vidu 3. Tim ndm s hang dau va sé hang thir 100 clia cép sb cong (u, ): 10,5, ...
Giai
Cép sb cong nay co sb hang dau v, = 10 va cdng sai d = -5.
Do d6 nam sé hang dau la: 10, 5,0, -5, —10.
S6 hang thir 100 1a 1,y = u, +(100-1)d =10+ 99 -(-5) = —485.

3 Vi du 4. S6 hang thir 10 clia mét cép sb cong (v,) bang 48 va sb hang thir 18 bang 88.

Tim sé hang th&r 100 cla cap s cong do.

Giai

Gia str u, 1a s6 hang dau va dla céng sai clia cap s6 cong do. Ta co:
U, =u,+9d =48

U =u,+17d =88.
Giai hé nay ta dwoc v, =3 vad=5.
Vay sb hang thir 100 clia cp sb céng nay la u,, = u, +99d = 3+99.5 = 498.
3 Luyén tip 2. Cho day s6 (u, ) V6i u, =4n-3. Ching minh rang (u, ) 1a mét cap s6 céng.

Xac dinh sb hang dau u, va céng sai d clia cap s6 céng nay. Tur d6 viét s hang tong quét u,
dwéi dang u, =u, +(n-1)d.

49



3.TONG n SO HANG PAU CUAMOT CAP SO CONG
3 uoz. Xay dwng cong thirc tinh téng n sé6 hang dau cta cép sé céng
Cho cap s6 cong (u, ) voi s6 hang dau v, va cong sai d.
Pé tinh tdng cltia n sé hang dau
S, =U;+Uy+...+U, 1+ U,
héay lan Iwot thire hién cac yéu cau sau:
a) Biéu dién méi s6 hang trong téng S, theo s6 hang dau v, va cong sai d.
b) V[ét S, theo thr tw nguoclai: S, =u, +u, ;+...+u, +u; va str dung két qua & phan a)
de biéu dien mai so hang trong tong nay theo u, va d.
c) Céng tirng vé hai dang thirc nhan duoc & a), b), dé tinh S_ theo u, va d.

| Cho cép s6 cong (u, ) voi cong sai d. Dat S, = u, + U, + ...+ u,. Khi d6

S, =[ 2 +(n-1)d].

L = - =

Chuy. S& dung céng thirc u, = u, + (n—1)d, ta c6 thé viét tong S, duoi dang

s - n(u, +un}.
I. 2

LS

® Vi du 5. Giai bai toan & tinh huéng mé dau.
Giai. S6 ghé & méi hang clia nha hat |ap thanh mét cap sé cong, gdm 25 sb hang, véi sb
hang dau u, =16 va céng sai d = 2. Téng cac sb hang nay la

Sy = Uy + Uy + ...+ Uy :%[m +(25-1)d]:2—25[2-16+24-2]=1 000.

Vay nha hat do6 co6 téng cong 1 000 ghé.
B Vi du 6. Can lay téng cla bao nhiéu sé hang dau cua cép sé cong 2, 5, 8, ... dé duoc két
qua bang 3457
Giai
Cép s6 cong nay c6 s6 hang dau v, = 2 va cong sai d = 3. Goi n 1a s6 cac s6 hang dau clia

cép sb céng can lay téng, ta co

345=, = 5[ 2, + (n-1)d]=Z[2-2+(n-1)-3] = 3(3n+1).

Do d6 3n? + n—690 = 0. Giai phwong trinh bac hai nay ta dwoc n = —213—50 (loai)va n=15.
Vay phai lay téng clia 15 sé hang dau ctia cap sé cong da cho dé duoc téng bang 345.

3 vin deng. Anh Nam dugc nhén vao lam viéc & mét céng ty vé cong nghé voi murc luong
khoi diem la 100 triéu dong mét nam. Cong ty sé tang thém Iwong cho anh Nam moi nam
la 20 triéu dong. Tinh tong s6 tien lwong ma anh Nam nhén dugc sau 10 nam lam viéc cho
cong ty do.
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r~® Géc céng nghé @ \
Ki hiéu téng = va cach tinh tdng bang may tinh cam tay
Cho day s6 (u, ). Téng n s6 hang dau clia day s6 nay: S, = u, +u, +...+u, duocKi hiéu
n

ngan gon nhu sau: S, = Z“k (ki hiéu = doc la xich ma).

k=1
Ta c6 thé str dung may tinh cam tay @é tinh téng n sé hang lién tiép ctia mét déy sé khi
biét cong thirc clia sé hang tbng quat.

Chang han, cho day sé (u,) co s6 hang téng quatla u, = 3n+ 1.
Bé tinh tong 35 s6 hang dau cla day s do, ta cé thé dung {E(ﬂ‘;" ;
may tinh cam tay, nhan lan lugt cac phim: SHIFT — x, x]. |#
Khi @ man hinh hién ra nhu hinh bén, luu v réng giao dién
may tinh méac dinh la x, & day duoc hiéula n trong cong thuc
s6 hang téng quat.

Tiép theo ta nhép cong thirc s6 hang téng quat vao trong ngoac

(). réi nhéan | d@é nhap gia tri dau tién clia x (& day la 1), sau do 551(3::1) :
nhan T dé nhap gia tri cudi cung cta x (tfrwéng hop nay la 35), #
cudi cung nhén phim &). Khi d6, man hinh sé hién thj kétqua . Ll
can tinh nhu hinh bén.
\. S

BAITAP

2.8. Xac dinh céng sai, sd hang thir 5, sé hang téng quét va sé hang thir 100 clia méi cap
s6 cong sau:
a)4,9 14,19, ...; b)1,-1,-3,-5, .
2.9. Viét nam sb hang dau cua m0| day sé (u ,) sau va xet xem né co phai la cap s6 cong

khéng. Néu day sé d6 la cap sb cong, hay tim céng sai d va viét sb hang téng quat cla
noé dudi dang u, = u, +(n-1)d.

a) u, =3+5n; b) u, =6n-4; C) Uy=2,u, =U, s+ dg=2,u,=u, ;+3.

2.10. Mét cap s6 cong co s6 hang thir 5 bang 18 va s6 hang thr 12 bang 32. Tim s6 hang
thir 50 clia cap s6 cdng nay.

2.11. Mét cap sb céng co s6 ‘hang dau bang 5 va cong sai bang 2. Hoi phai lay tbng clia bao
nhiéu sb hang dau clia cdp sb céng nay dé coé tbng bang 2 700?

2.12. Gia cua mét chiéc xe 6 16 ltc ma&imua la 680 trieu dong. Cu sau méi nam st dung, gia
cla chiéc xe 6 t6 giam 55 triéu déng. Tinh gia con lai clia chiéc xe sau 5 nam st dung.

2.13. M6t kién truc su thiét ké mét hoi trudng véi 15 ghé ngdi & hang thir nhat, 18 ghé ngoi
& hang thir hai, 21 ghé ngdi & hang thd ba, va cr nhu vay (s ghé & hang sau nhiéu hon
3 ghé so véi sd ghé & hang lién tréc nd). Néu mudn héi triedng d6 co strc chira it nhét
870 ghé ngdi thi kién truc su d6 phai thiét ké téi thiéu bao nhiéu hang ghé?

2.14. Vao nam 2020, dan sé ctia mét thanh phé |a khoang 1.2 triéu ngudi. Gia str méi nam,
dan sb cua thanh phd nay tang thém khoang 30 nghin nguei. Hay wdc tinh dan sé cla
thanh phé nay vao nam 2030.
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CAP s® NHAN

THUAT NGU KIEN THU'C, Ki NANG

« Cép sb6 nhan + Nhan biét mét day sé la cdp sé nhan.

« Céng boi « Giai thich céng thirc xac dinh sé hang téng quat ctia cdp sé nhan.

« S hang téng quat « Tinh téng ctia n s6 hang d4u ctia cap s nhan.

» Tong clia nsé hang dau ;| + Giai quyét mot s6 van deé thyc tién gan voi cap s6 nhan dé giai
mot s6 bai toan lién quan dén thuyrc tien.

Mé&t cong ty tuyén mét chuyén gia vé cong nghé théng tin véi mc lvong nam dau la 240
triéu ddng va cam két sé tang thém 5% lwong méi nam so véi nam lién trwde do. Tinh tdng
sb luong ma chuyén gia @6 nhan duogc sau khi 1am viéc cho céng ty 10 nam (lam tron dén
triéu déng).

1. BINHNGHIA

Hay xétti s —o_,

3 uo1. Nhan biét cdp s6 nhan

Cho day s6 (u,) Vvoi u, =3-2".
a) Viét nam sé hang dau clia day sé nay.

b) Dy doan hé thuc truy haéi lién hé gita u, va u,_,.

« Cap s6 nhan 1a mot day s6 (hitu han hay v6 han), trong d@6 ké tir s hang ther hai,
moi s0 hang deu la tich cla so hang ding ngay truoc nd voi mot so khéng dai q.
S6 g dugc goi la céng béi ctia cap s6 nhan.
« Cép sb nhan (u, ) voi cong béi g dugc cho boi hé thire truy hoi
U, =Uy 4-qVvGin=2.

e o

h Day sb khéng ddi a, a, a, ... cd phaila mét cap sé nhan khéng?
J}Vidu1. Cho cép sb nhan co sé hang dau v, = 5 va céng béi g = —2. Viét ndm s hang dau
cua cap sO nhén nay.
Giai
N&m s hang dau cla cap s6 nhan nay |a:
U =5u,=u-q=5-(-2)=-10, u3 =u, -q =(-10)-(-2) =20,
Uy =Uy-q=20-(-2)=-40, us =u, -q = (-40)-(-2) = 80.

/B Vidu2. Cho day sé (u, ) voi u, = % Chtrng minh rang day sé nay l1a mét cap sé nhan.

Xéc dinh sé hang dau va céng béi clia né.




Giai Dé chirng minh day s (u,, ) gém cac

V&i moi n =2, taco so khac 0 la mét cdp sé nhan, hay
—2 - a A u i~ A
Up _ 1 _Sn :1 chitng minh ti s6 — khéng ddi.
Uy 350 13 Un-1
—— 1 et
tclau, = 3 U, {veimoin = 2.

Vay (u,) 1a mét cép s6 nhan voi sé hang dau u, :3%:1

_—— i 1
va cong bdi g = e
'® Luyén tip 1. Cho day sb (v, ) voi u, =2-5". Chirng minh réng day sé nay la mét cap sé nhan.
Xéc dinh sé hang dau va céng béi clia no.

2. SOHANG TONG QUAT

? uo2. Céng thirc sé hang téng quat cua cap s6 nhan
Cho cép sb nhan (u,, ) voi s6 hang dau u, va céng bdi q.
a) Tinh cac s hang u,, us, u,, us theo u, va q.
b) Du doan céng thirc tinh sé hang thir n theo U, vaq.

Néu mét cap sb nhan co sb hang dau v, va céng béi g thi s6 hang téng quat u_ clia n6

dugc xac dinh bai céng thic
u, =t -q" ' véinz2.

$ Vi du 2. Tim nam s hang dau va sé hang thir 100 cla cap sb nhan: 8, -4, ...

Giai
Cép s6 nhan nay c6 sb hang dau u, = 8 va cong boi q :%4= —%.
Do d6 nam sé hang dau la: 8, -4, 2, -1, %
0?1
S6 hang thtr 100 1a; uyqy = Uy -q*° =8-{—§] =%

'} Vidua. Cho mot cap s6 nhan gém cac sb hang duong. Biét s6 hang thir 10 bang 1 536 va
s0 hang thir 12 bang 6 144. Tim s6 hang thir 20 cla cap s nhan do.

Giai
Gia st u, la s6 hang dau va q la céng boi clia cap s6 nhan da cho. Ta co:
Uy = Uy .q° =1 536
{_uu =u,-q'"' =6 144.
Twr day suy ra g° = 4, tic la g = 2 hoéc g = -2.
Véi g =2, tatinh duoc v, = 3.
VGi g = -2 ta tinh dugc u, = -3 (trwong hop nay loai vi u, > 0 theo gia thiét).



Dodou,=3vag=2.
Vay sb hang thr 20 clia cAp s6 nhan da cho la u,, =u,-q'° =3-2' =1 572 864.

¥ Luyén tip 2. Trong mét 1o nudi cay vi khuan, ban dau c6 5 000 con vi khuan va s6 lugng vi
khuan tang Ién thém 8% mai gid. Hoi sau 5 gid thi s6 lwgng vi khuan la bao nhiéu?

3.TONG CUA n SO HANG DAU CUAMOT CAP SO NHAN

¥ 1oz . Xay dwng coéng thire tinh téng n s6 hang dau cta cédp sé nhan
Cho cép s6 nhan (u,, ) v6i sb hang dau u, =a va cong béi q 1.
Pé tinh tdng cltia n sé hang dau
S,=Uj+Us+...+U, 4+ U,
thurc hién lan luot cac yéu cau sau:

a) Biéu dién méi s6 hang trong téng trén theo v, va q dé dwoc biéu thirc tinh téng S, chi
chira u, va q.

b) Tt két qua phan a, nhan ca hai vé vai g dé duoc biéu thirc tinh tich g - S,, chi chira u, va g.
c) Trir tirng vé hai dang thirc nhan duoc & a va b va gian wéc cac sd hang dong dang dé
tinh (1-q)S, theo v, va q. Tlr d6 suy ra cong thic tinh S,
2 — . - _ \
Cho cap s6 nhéan (u,, ) voicong béi g =1.Bat S, =u, +u, +...+u,. Khi 6
g Eid A
bt )

n
=== o= ==

S

AL
H Néu cép s6 nhan cé cong hdi g = 1 thi téng n sé hang dau S, clia n6 béng bao nhiéu?

'} Vi du 5. Giai bai toan & tinh hudéng mo dau.
Giai
Lwong hang nam (triéu déng) clia chuyén gia |ap thanh mét cdp sé nhan, véi sb hang dau
u, = 240 va céng bdi g = 1,05. Téng s6 lwong clia chuyén gia 36 sau 10 nam chinh la téng
ctia 10 s6 hang dau cla cép s6 nhan nay va bang
u(1-9") 240[1-(105?”]

B = ~3019.
1-q 1-1,05

Vay téng sb luong (lam tron dén triéu déng) cla chuyén gia @6 sau 10 nam la 3 019 triéu
déng hay 3,019 fi @éng.

3 Vidu 6. Can lay téng clia bao nhiéu sb hang dau clia cap sd nhéan 2, 6, 18, ... dé duoc két
qua bang 728?
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Giai
Cép s6 nhan nay c6 s6 hang dau v, = 2 va cong béi g = 3. Goi n la s6 cac s6 hang dau can
lay. Ta co
wl1=q) 2{1-3"
728=8,=Uj+Uy +...+ U, = 1( )z ( )=3”—‘I.
1-q 1-3

T day ta duwoc 3" = 729 = 3° Suyran= 6.
Vay phai lay 6 sb hang dau clia cap s6 nhan da cho dé duoc téng bang 728.

» vandung. M6t nha may tuy\én thém cong nhan vao lam viéc trong thoi han ba nam va duara
hai phwong an Iya chon vé lrong nhuw sau:
— Phwong an 1: Lwong thang khai diém la 5 triéu ddng va sau méi quy, lvong thang sé tang
thém 500 nghin déng.
— Phuong é@n 2: Luong thang khi diém la 5 triéu ddng va sau méi quy, lwong thang sé tang
thém 5%.

Véi phurong én nao thi téng lrong nhan dwoc sau ba ndm lam viéc clia ngudi céng nhan
sélén hon?

BAITAP
2.15. Xéac dinh céng bdi, s6 hang thit 5, s6 hang toéng quat va sé hang th 100 ciia méi cap
s6 nhan sau:
a)1, 4,16, .. b2 -+ L
2 8

2.16. Viét nam s6 hang dau cta madi day sé (u,) sau va xem né cé phai la cép sb nhan
khéng. Néu né la cép sé nhan, hay tim céng béi g va viét cdng thirc sé hang téng quéat
clia n6 dudi dang u, = u,-q"".

a) u, = 5m; b)u, = 57 c)el #1.5d, = nih, £ d) 4 =1, 4, =50, ;.

2.17. M6t cap sb nhan co sé hang thir 6 bang 96 va s6 hang thi 3 bang 12. Tim s6 hang
thir 50 cua cap s6 nhan nay.

2.18. M6t cap s6 nhan co s6 hang dau bang 5 va céng bgi bang 2. Hai phai lay tong clia bao
nhiéu s6 hang dau cla cap s6 nhan nay dé cé téng bang 5 115?

2.19. Mét cong ty xay duwng mua mét chiéc may Ui voi gia 3 i ddng. C& sau méi nam s
dung, gia tri ciia chiéc may Ui nay lai giam 20% so véi gia tri clia né trong nam lién trudc
dé. Tim gia tri con lai cUa chiéc may Ui d6 sau 5 nam st dung.

2.20. Vao nam 2020, dan s6 ctia mét qudc gia la khoang 97 triéu nguoi va te dé tang trudng
dan sb 1a 0,91%. Néu téc dé tang trudng dan sé nay duoc gilr nguyén hang nadm, hay
wée tinh dan sé cua quéc gia @6 vao nam 2030.

2.21. Mét loai thube dugc dung méi ngay mét lan. Luc dau néng d6 thude trong mau cla
bénh nhan tang nhanh, nhung méi liéu ké tiép cé tac dung it hon liéu trudc dd. Lugng
thudc trong mau & ngay thir nhét la 50 mg, va méi ngay sau dé giam chi con mét nlra so
v6i ngay ké trudc dé. Tinh téng Iwong thude (tinh bang mg) trong mau clia bénh nhéan sau
khi dung thudc 10 ngay lién tiép.
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BAI TAP CUOI CHUONG I

A-TRAC NGHIEM

2.22. Khang dinh nao sau day la sai?
A. Mét day sb tang thi bi chan dwdi.
B. M6t day sb giam thi bi chan trén.
C. M6t déy sb bi chan thi phai tang hodc giam.
D. M6t déy s6 khéng dbi thi bi chan.
2.23. Cho déay sb

L5 ; 1, ; . (s6 hang sau bang mét ntra sé hang lién tridc no).
Cong thirc tbng quat cluia dédy s6 da cho la
1 n (_1)‘3
A uﬂ:[i} . B. UR=F
1 o
C. D.u,=|=| .
“n=on [ [2J |

2.24. Cho day sb (u,) v6i u, =3n+6. Khang dinh nao sau day la duang?
A. Day so( u,)la cap sb coéng véi céng sai d = 3.
B. Day sé (u,,)l cép s s6 cong voéi cdng sai d= 6.
C. D&y s6 (u, ) la cap sé nhan vai cong béi q = 3.
D. Day sb (u,)la cép s6 nhan vai céng béi g = 6.
2.25. Trong cac déy sb cho bdi cong thirc truy héi sau, day sé nao la cp sb nhan?

2

A. u'l —_-—1, Un+1 = Un. B. U1 =—1, U'n+1 =2Un.

C yy=-A4,=u,+2. D. uy=—u,=u,-2
2.26. Téng 100 s6 hang dau clia day s6 (u,) V6i u,=2n-11a
A 199 B, 284, C. 10 000. D. 9 999.




B -TU LUAN

2.27. Tu 0 gior dén 12 gid trwa, chudng cia mot chiéc dong hd qua lac sé danh bao nhiéu
tiéng, biét rang no6 chi danh chudng béo gid va sb tiéng chuéng bang sé gio?

2.28. Té bao E. Coli trong diéu kién nudi cay thich hop cir 20 phut lai phan d6i mét 1an. Hoi
sau 24 gio, té bao ban dau sé phan chia thanh bao nhiéu té bao?

2.29. Chirng minh rang:
a) Trong mét cap s6 cong (u, ), méi s6 hang (trir s6 hang dau va sé hang cudi, néu co)

déu la trung binh céng clia hai sb hang dirng ké vai nd, nghia la

_ Ukt Ui yiks2.

b) Trong mét cap s6 nhan, binh phwong cliia méi sé hang (trir s6 hang dau va s hang
cubi, néu co) déu la tich clia hai sé hang ding ké voi no, nghta la
Uf = Uy 1 U1 voi k = 2.

2.20. Tim ba s0, biét theo thir tw @ chung 1ap thanh cép sé cong va cé tbng bang 21, va néu
lan ot céng thém céac sé 2; 3; 9 vao ba sb do6 thi duoc ba sb 1ap thanh mét cap sé nhan.

2.31. Méat san tang mét (tang trét) ctia mét ngdi nha cao hon mét sén 0,5 m. Cau thang di tor
tang mét 1én tang hai gém 25 bac, méi bac cao 16 cm.

a) Viét cong thirc dé tim dé cao clia bac cau thang thir n so véi mat san.
b) Tinh d6 cao clia san téng hai so v&i mat san.

2.32. Mét hinh vuéng mau vang cé canh 1 don vi dai dwgc chia thanh chin hinh vuéng nho
hon va hinh vuéng & chinh gitra dugc t6 mau xanh nhuw Hinh 2.1 Méi hinh vuéng mau
vang nho hon lai dugc chia thanh chin hinh vuéng con, va méi hinh vuéng con & chinh
gitra lai dwoc t6 mau xanh. Néu qua trinh nay dwoc tiép tuc |ap lai nam lan, thi téng dién
tich cac hinh vuéng duogc té mau xanh bao nhiéu?

i

LHIL

Hinh 2.1
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CHUONG Il
CAcC sO PAC TRUNG

PO XU THE TRUNG TAM CUA ||
MAU SO LIEU GHEP NHOM l

O'lop 10 ta @4 dwoc lam quen véi cac sb dac trung clia mau
s6 liéu khéng ghép nhom. Trong nhiéu truéng hop, ta chi co
sé lieu dwéi dang ghép nhém. Chuong nay gidi thiéu vé méu
s6 liéu ghép nhém va céach tinh cac sé dac trung do xu thé
trung tam cho méau sé liéu nay.

MAU S0 LIEU GHEP NHOM

THUAT NGU

Mau sé liéu ghép nhom

KIEN THU'C, KINANG

+ Poc va giai thich mau sé liéu ghép nhom.
+ Ghép nhém mau sé liéu.

Trong ki thi tt nghiép Trung hoc phd théng ndam 2021 dot 1 c6 344 752 thi sinh du thi caba
mon Toan, Vat Ii, Hoa hoc (theo: vietnhamnet.vn, ngay 26/07/2021). Gia str diém thi clia cac
thi sinh nay dugc cho trong bang so liéu sau:

STT Diém Toan Piém Vat i Diém Hoa hoc Téng diém
1 8,00 720 {05 23,00
2 6,00 713 6,50 20,25
344 752 450 5,75 6,25 16,50

Cac truong dai hoc, cao dang tuyén sinh theo t6 hop AQD quan tam dén tong diém ba mén
clia cac thi sinh nay. Biéu dién déy so liéu vé téng diém ba mén cla cac thi sinh nay thé nao

dé cac trwong thay duoc bic tranh tdng thé vé két qua thi?




1. GIO'I THIEU VE MAU SO LIEU GHEP NHOM

J 1. Xét dir liu cho trong tinh hudng mé dau.
a) Mau sb liéu vé tdng diém, ki hiéu la (T), co bao nhiéu gia trj?
b) Néu lap bang tan s6 cho mau s6 liéu (T) thi c6 dé hinh dung dugc birc tranh tong thé vé
két qua thi khéng? Vi sao?
¢) M&u sé liéu (T) dwoc mé ta dudi dang bang théng ké sau:

Téng diém <6 [6; 7) [7; 8) [28:29)  [29; 30]
S6 thi sinh 23 69 192 216 12

Hay doc va giai thich sé liéu dwoc biéu dién trong bang théng ké.

Mau sé liéu ghép nhom la mau sé liéu cho dudi dang bang tan sé clia cac nhém sé liéu.
M&i nhém s liéu 1a tap hop gdm céc gia tri cla sé liéu dwoc ghép nhom theo mét tiéu
chi xac dinh. Nhém sé liéu thwdng duoc cho duéi dang [a; b), trong d6 a la dau mut trai,
b la @au mut phai.

Nhan xet

» Mau s6 liéu ghép nhém dwoc dung khi ta khang thé thu thap dugc sé liéu chinh xac hoéc
do yéu cau cua bai toan ma ta phai bieu dien mau so liéu duoi dang ghép nhom de thuan
lgi cho viéc 16 chirc, doc va phan tich s6 liéu.

« Trong mét s trwdng hop, nhom s6 liéu cudi cung cé thé lay dau mut bén phai.

9 Vi du 1. MAu sb liéu sau cho biét phan bé theo d6 tudi clia dan s6 Viét Nam nam 2019.

Potudi Duéi 15 Tur 15 @én dui 65tudi  Tir 65 tudi trér 1én
'Séngusi 23 371 882 65 420 451 7 416 651

(Theo: Bédo cdo sb liéu téng diéu tra ddn sé ndm 2019)
a) Mau sb liéu da cho co la mau s6 liéu ghép nhom hay khéng?
b) Néu cac nhom va tan sé tuong ng. Dan sé Viét Nam nam 2019 |a bao nhiéu?
Giai
a) MAu s6 liéu da cho la mau sb liéu ghép nhém.
b) C6 ba nhém la: Dudi 15 tudi, Tlr 15 dén dwdi 65 tudi, Tt 65 tudi trd 1én. C6 23 371 882

nguwoi duoi 15 tudi: 65 420 451 nguoi tr 15 dén dudi 65 tudi va 7 416 651 nguoi to
65 tudi tréd 1én.

Dan s6 Viét Nam nam 2019 la 23 371 882 + 65 420 451 + 7 416 651 = 96 208 984 nguoi.
3 Luyén tip 1. Cho mau sb liéu ghép nhom vé thoi gian (phat) di tr nha dén noi lam viéc cua
cac nhan vién moét céng ty nhu sau:
Théi gian [15:20) [20;25) [25:30) [30:35) [35:40) [40:45) [45;50)
S6 nhan vién 6 14 29 37 2 |25 9

Poc va giai thich mau s liéu nay.
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2_GHEP NHOM MAU S0 LIEU

¥ o2 Chi s6 BMI (do béng w/h?, trong d6 w la can nang don vi la kilégam, h Ia chiéu cao don
vi la mét) cla cac hoc sinh trong mét t6 dwoc cho nhu sau:

192 211 168 235 206 252 187 18.1.

MGt nguoi co chi s6 BMI nhé hon 18,5 dwoc xem la thiéu can; tir 18,5 dén dudi 23 la cé can
nangli tucng s0 V&i chiéu cao; tir 23 trd' 1én 1a thira can. Hay lap mau sé liéu ghép nhdém cho
mau so liéu trén dé biéu dién tinh trang can néng so va&i chiéu cao clia cac hoc sinh trong 16.

"~ Pt 2 Y - . a - "
Pé chuyén mau sé lieu khéng ghép
nhom sang mau so lieu ghép nhom,
ta lam nhu sau:

= Do dai cltanhom [a; b)lab- a.

+ Khéng nén chia thanh qua nhiéu nhém hodc
qua it nhom. Cac nhém khéng giao,nhau, cac
nhom nén co dé dai nhu nhau va téng do dai

Byt 1. Sia s gia il Sua mal. S0 cac nhém 16n hon khoang bién thin.

liéu thanh mét sé nhém theo tiéu chi
cho trudc.

Buwéc 2. Dém s6 gia tri clia mau s6 liéu
thugc moi nhom (tan so) va lap bang
thong ké cho mau s6 liéu ghép nhém.

'} Vi du 2. Bang thdng ké sau cho biét thoi gian chay (phut) ctia 30 van déng vién (VBV) trong
mot giai chay Marathon.

Thoi gian 129 | 130 | 133 | 134 | 135 | 136 | 138 | 141 | 142 | 143 | 144 | 145

S6 VbV 1 2 1 1 1 2 3 3 4 9 2 5

Hay chuyén mau s6 liéu trén sang mau sé liéu ghép nhém gém sau nhom cé a6 dai bang
nhau va bang 3.

Giai

Gia tri nhé nhat 1a 129, gia trj 1on rjhét la 145 nén khoang l:gién thién la 145 - 129 = 16.
Tong do dai ‘cﬁa sau nhém la 18. bé cpo ddi xirng, ta chon dau mut tréi cia nhém dau tién
la 27,5 va dau mut phai clia nhom cudi cung la 145,5 ta dugc cac nhém la [127,5; 130,5),

[130,5; 133,5), ...,[142,5; 145,5). Dém sb gia tri thudc mbi nhém, ta cé méau sé liéu ghép nhém
nhuw sau:
Théi gian|[127,5; 130,5)([130,5; 133,5)|[133,5; 136,5)|[136,5; 139,5)|[139,5; 142,5)[[142,5; 145,5)

S6 VbV

3

1

4

3

7

12

3 Luyén tip 2. Can nang (kg) clia 35 nguoi truéng thanh tai mét khu dan cu dwge cho nhu sau:
43 51 47 62 48 40 50 62 53 56 40 48 56 53 50 42 55
52 48 46 45 54 52 50 47 44 54 55 60 63 58 55 60 58 53.

Chuyén mau sb liéu trén thanh dang ghép nhém, cac nhém cé dé dai bang nhau, trong dé
c6 nhém [40; 45).
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3 van dung. M6t céng ty may quén ao déng phuc hoc sinh cho biét c& 4o theo chiéu cao clia
hoc sinh dugc tinh nhu sau:

Chiéu cao (cm) | [150;160) | [160; 167) | [167;170) | [170;175) | [175; 180)

Co ao S M L XL XXL

Céng ty mudn wéc lrong ti 16 cac c& ao khi may cho hoc sinh I6p 11 da do chiéu cao cla
36 hoc sinh nam khéi 11 clia mét truong va thu dugc mau s6 liéu sau (don vi la centimét):

160 161 161 162 162 162 163 163 163 164 164 164 164
165 165 165 165 165 166 166 166 166 167 167 168 168
168 168 169 169 170 171 171 172 172 174.
a) Lap bang tan sé ghép nhom clia mau s liéu véi cac nhom dé cho & bang trén.
b) Céng ty may 500 ao ddng phuc cho hoc sinh 1&p 11 thi nén may sé lwvong @o theo méi c&
la bao nhiéu chiéc?
BAITAP
3.1. Trong cac mau so liéu sau, mau nao la mau so ligu ghep nhém? Boc va giai thich mau
sO liéu ghép nhom do.
a) Sé tién ma sinh vién chi cho thanh toan cuéc dién thoai trong thang.

Sé tién (nghin ddng) | [0;50) | [50; 100) | [100; 150) | [150; 200) | [200; 250)
S6 sinh vién 5 12 23 17 3

b) Théng ké nhiét dé tai mét dia diém trong 40 ngay, ta ¢ bang sé liéu sau:

Nhiét @6 (°C) [19; 22) [22; 25) [25; 28) [28; 31)

S6 ngay 7 15 12 6

3.2. 86 san pham mét céng nhan lam dugc trong mét ngay dwoc cho nhw sau:
18 26 39 12 54 27 46 25 19 8 36 22
20 19 17 44 5 18 23 28 25 34 46 27 16.
Héay chuyén méau sé liéu sang dang ghép nhdm véi sau nhom cé dé dai bang nhau.

3.3. Thoi gian ra san (gi¢) cia mét sé cuu cau thi & giai ngoai hang Anh qua céac thoi ki
duoc cho nhu sau:

653 632 609 572 565 535 516 514 508 505 504 504 503 499 496 492.
(Theo: hitps://www.premierleague.com/)

Hay chuyén mau sé liéu trén sang dang ghép nhém véi bay nhém cé dé dai bang nhau.
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CAcC s6 PAC TRUNG

PO XU THE TRUNG TAM

THUAT NGU ;| KIEN THUC, Ki NANG

« Sbtrung binh | * Tinh céc sb ddc trung do xu thé trung tam clia m&u sb liéu ghép nhom.
« Trung vi « Hiéu y nghfa, vai tro ctia cac s déc trwng clia mau so liéu thuc té.

- Tephanvi |

- Mét

Mét clra hang da ghi lai sb tién ban xang cho 35 khach hang di xe may. Mau sé liéu gbc co
dang: x;, X,,..., X;5 trong do x; 1a sé tién ban xang cho khach hang thir i. Vi mét i do nao do,
clra hang chi c6 mau sb liéu ghép nhom dang sau:

S6 tién (nghin aéng) [0; 30) [30: 60) [60; 90) [90; 120)
S6 khach hang 3 15 10 7

Béng 3.1. Sé tién khach hang mua xang
Dua trén mau sé liéu ghép nhom nay, lam thé nao dé uéc lwong cac sé dac trung do xu thé
trung tam (sé trung binh, trung vi, t& phan vi, mét) cho mau sé liéu géc?
Chung ta cung tim hiéu van dé nay!

1. SO TRUNG BiNH CUA MAU SO LIEU GHEPNHOM

J noi. Khao séat thai gian ty hoc clia cac hoc sinh trong I6p theo  M&i ngay em tw hoc trong
mau bén. bao nhiéu gio?
> z = =T I 5 i = A.Duaoi 1,5 gio.
a) Hay lap bang thong ké cho mau s6 li€u ghep nhom thu duoc. g 1y 15 gic‘?‘d’én duéi 3 gio.
b) Cé thé tinh chinh xac théi gian tu hoc trung binh clia cac hoe  ©- Tt 3gio dén dudi 4,5 gio.
sinh trong 16p khéng? D.Tir 4,5 gio tro [én.

c) Co cach nao tinh gan dung thoi gian tu hoc trung binh cla cac
hoc sinh trong I6p duwa trén mau so liéu ghép nhom nay khéng?

Cho méu sé liéu ghép nhom

Nhom [a; &) [a;; a,1) [@; @)
Tan sb m, m, m,
Béang 3.2
- \
Sé trung binh clia mau sé liéu ghép nhém ki hiéu la X.
MX, +...+m,X,

o |
n

- ~ - = ~ ai‘+a]‘_,_1
trong do,n=m, +...+ m, la cd mau va x, =————

|k(\,'c'ri i=1, ..., k)lagiatr dai dién ctia nhom [a;a,,)




Chui v. Déi véi s6 liéu réi rac, ngudi ta thudng cho cac nhém dudi dang K,- K,, trong do
Ky, ky € N.Nhém k, - k, dugc hiéu la nhém gom cac gia tri k, k, + 1, ..., k. Khi do, ta can hiéu
chinh mau dir liéu ghép nhém dé dua vé dang Bang 3.2 trwdc khi thue hién tinh toan cac
s6 dac trung bang cach hiéu chinh nhoém k, -k, Voi k,, k, € N thanh nhém [k, - 0,5; k, + 0,5).
Chéng han, v&i di¥ liéu ghép nhom diém thi mén Toan trong Bang 3.3 sau khi hiéu chinh ta
dugc Bang 3.4.

Piém thi 14 | 57 | 810 | |pidmthi |[0.5 45)|[45 75) | [7.5:10]
Sé hoc sinh 5 20 10 Sé hoc sinh 5 20 10
Bang 3.3 Bang 3.4

® vidu 1. Tim can néng trung binh cta hoc sinh |&p 11D cho trong Béng 3.5.

cannang |[40,5: 45,5)|[45,5; 50.5)|[50.5; 55.,5)|[55.5; 60,5)|[60,5; 65,5)|[65,5; 70,5)
Sé hoc sinh 10 7 16 4 2 3

Bang 3.5. Cén nang cta hoc sinh iop 11D
Giai
Trong méi khoang can nang, gia tri dai dién la trung binh céng cua gia tri hai dau mut nén ta
c6 bang sau:

Cannang (kg)| 43 48 53 53 63 68
86 hoc sinh 10 7 16 4 2 3

Téng sb hoc sinh 1a n= 42. Can nang trung binh ctia hoc sinh 1ép 11D 1a

Y:10.43+7.48+16.53+4.58+2'63+3'68z51,81(kg}.
42
'® Luyén tdp 1. Tim hiéu thoi gian xem ti vi frong tuan trude (don vi: gi&) clia mét sé hoc sinh
thu duoc két qua sau:

Thei gian (gio) [0; 5) [5:10) [10:15) [15: 20) [20; 25)
S6 hoc sinh 8 16 4 2 2

Tinh thai gian xem ti vi trung binh trong tuan truéc clia cac ban hoc sinh nay.

Y nghia. S6 trung binh ctia m&u sé liéu ghép nhém xap xi cho sb frung binh ctia méau sé liéu
gb6c, no cho biét vi tri trung tdm clia mau s6 liéu va cé thé dung dé dai dién cho mau sé liéu.

2. TRUNG V| CUAMAU S0 LIEU GHEP NHOM

3 no2. Cho mau sb liéu ghép nhém vé chiéu cao clia 21 cay na gidng.

Chiéu cao (cm) [0; 5) [5;10) [10;15) [15; 20)

S6 cay 3 8 7 3

GOoi X,, X,, ..., X,, la chiéu cao clia cac cay giéng, da dwoc sap xép theo thir t tang dan.
Khi @0, x,, ..., x, thuéc [0; 5), x,, ..., X,, thudc [5; 10), ... Hai trung vi thuéc nhém nao?




Cho mau sb liéu ghép nhém nhu trong Bang 3.2.

f e " . > = A i s - ¥ 2
e tinh trung vi cua mau so liéu ghép nhom, ta lam nhw sau:

Budc 1. Xac dinh nhém chtra trung vi. Gia str d6 la nhom thit p: [a,; a,,,).
n
] - E—(m1+...+mp_1)
Buwde 2. Trung vila M, =a, + = (8pe1=2; )

3]
trong d6 nla c mau, m, latan sdo nhom p. Véip=1,taquyuwdcm, +... +m, ;= 0.

N o

3 vi du 2. Thoi gian (phut) truy cap Internet méi budi téi ciia mét sé hoc sinh dwoc cho trong
bang sau:

Thei gian (phat) | [9,5:12,5) | [12,5;15,5) | [15,5;: 18,5) | [18,5;21,5) | [21,5; 24,5)
S6 hoc sinh 3 12 15 24 2

Tinh trung vi ciia mau sé liéu ghép nhém nay.

Giai

Comaulan=3+12+15+24 + 2= 56.

Goi X,, ..., X, 1a thoi gian vao Internet clia 56 hoc sinh va gia st day nay da duoc sap xép
theo th(r twr ting dan. Khi dé, trung vi 1a % Do 2 gid fri x,,, x,, thudc nhém [15,5; 18,5)

nén nhdém nay chira trung vi. Do d6, p=3;a,= 155, m,= 15 m + m, =3+ 12=15/a,-a,= 3
vata co

% _15
M, =155+ -2 .3=181.
Téc dé v (km/h) | Sé lan
'} Luyén tdp 2. Ghi lai téc 6 bong trong 200 Ian giao béng cla 150 <v <155 18
mot van déng vién mmon ti|uan vo't cho két qua nhuw bang bén. 155 < v <160 8
Tinh trung vi clla mau so liéu ghép nhém nay. 160 < v <165 35
Y nghia. Trung vi clia mau sb liéu ghép nhém xép xi cho 165=v <170 43
trung vi ciia mau sb liéu géc, n6 chia mau sb liéu thanh hai 170<v <175 41
phan, méi phan chira 50% gia trn. 175 < v <180 35

3.TU PHAN VI CUAMAU SO LIEUGHEPNHOM  vsitaphanvi Q,, Q,, Q,l4n
ot cé 25%, 50%, 75% sb
D ez, Vi mau sé liéu ghép nhom cho trong HD2, hay cho gia trinhd hon Q,, Q,, Q..
biét t¢r phan vi thtr nhat Q, va tr phan vi thtr ba Q, thudc
nhém nao.

Cho méu s liéu ghép nhém nhu Bang 3.2.

64



' Dé tinh tr phan vi thir nhat Q, ctia méu s6 liéu ghép nhom, trudc hét ta xac dinh nhom |
chira Q,, gia sir do la nhom thir p: [a; &, ,). Khi do,
n
Z—(mr1 Bt B y)
Q=a,+ (pur—85),

p
my

trong d6, n 1a c& mau, m_la tan s6 nhém p, v6i p = 1 ta quy wéc m, +..+ m__

=0,

Dé tinh tir phan vj thir ba Q, clia méu s6 liéu ghép nhom, trdc hét ta xac dinh nhom
chira Q,. Gia sr do la nhém thar p: [a,; a, ). Khi do,

trong d6, nla c& mau, m_1a tan s6 nhém p, voi p = 1ta quy wéc m, +.+ m__
Tur phan vi thtr hai Q, chinh la trung vi M.,

=0.

1

3 vidu 3. Tim t& phan vi thir nhat Q, va t& phan vi thir ba Q, cia mau s6 liéu ghép nhém cho
trong Vi du 2.

Giai
C& maulan=56.

Tt phan vi thir nhét Q, |a Xt Xis Do X4 X,; GU thuéc nhom [12,5; 15,5) nén nhom nay
2

chira Q,. Dodd,p=2;a,=125,m=12;m =3,a,-a,=3vatacod

Pl

4
12,5 3-15,25.
“ 42

Xap + X43

Vai tr phan vi thtr ba Q, la .Dox,, x,, déu thuéc nhém [18,5; 21,5) nén nhom nay

chtta Q,. Dodo,p=4,a,=185m =24m + m,+ m,=3+ 12+ 15=30;a,-a,=3 vataco

366 0

-185+—4 _____.3=20.
= T

Nhan xét. Ta cling cé thé xac dinh nhém chira tr phan vi thtr r nhé tinh chét: ¢é khoang (%J

gia tri nho hon t& phan vi nay.
3 Luyén tdp 3. Tim t& phan vj thir nhat va t&¢ phan vj thir ba cho méau sb liéu ghép nhém &
Luyén tap 2.

Y nghia. Cac ¢ phan vi ciia mau sé liéu ghép nhém xap xi cho cac tr phan vi ciia mau
s6 liéu gbc, chung chia mau sé liéu thanh 4 phan, méi phéan chira 25% gia tri.



4.MOT cUA MAU S0 LIEU GHEP NHOM

3 uoa. Voi sb liéu cho trong Luyén tap 1:

a) Co thé tim duoc gia tri chinh xac cho mét clia mau sé liéu géc vé thai gian xem ti vi clia
hoc sinh khéng?

b) Mét thudc nhém nao la hop li nhéat? Nén 14y sé nao trong nhom dé wdc lweng cho mét?
Cho mau sb liéu ghép nhém nhu trong Bang 3.2.

£

Pé tim mét cha méau sé liéu ghép nhém, ta thuc hién theo cac budc sau:
Budc 1. Xac dinh nhom c6 tan s Ion nhat (goi la nhom chiva mét), gia stvlanhom ji [a; a,,).
=4

Budc 2. Mét duoc xac dinh la: M,=a + -h

J
(mf - mf—1) = {mj - m1'+1)

trong @6 m, 1a tan s6 ctia nhém j (quy uéc m, = m, ., = 0) va hla d6 dai ciia nhém.

L -

Luru y. Ngudi ta chi dinh nghia mé’; cho mau
ghép nhém co6 dé dai cac nhom bang nhau.
MGt mAu co thé khdng cé mét hodc co nhiéu
hon mét mot.

Khi ta"in sé}cﬂa cac nhém so liéu bang nhau
thi mau so liéu ghép nhém khéng cé mat.

P Vidu 4. Bang sb liéu ghép nhém sau cho biét chiéu cao (cm) ctia 50 hoc sinh [6p 11A.

Khoang chiéu cao (cm)

[145; 150)

[150; 155)

[155; 160)

[160; 165)

[165; 170)

Sé hoc sinh

7

14

10

10

9

Tinh mét clia mau sé liéu ghép nhém nay, Co thé két luan gi tir gia tri tinh duoc?

Giai

Tan s6 16n nhatla 14 nén nhom chira mét la nhom [150; 155). Ta co, j= 2, a,= 150, m,= 14,
m,=17, m,=10, h="5. Do do

M, =150+

14-7

(14-7)+(14-10)

S6 hoc sinh ¢é chiéu cao khoang 153,18 cm la nhiéu nhat.

-5=1563,18.

P Luyén tip 2. Thoi gian (phat) dé hoc sinh hoan thanh mét cau haéi thi duoc cho nhu sau:

Thoi gian (phut)

[0,5: 10,5)

[10,5; 20,5)

[20,5; 30,5)

[30,5; 40,5)

[40,5; 50,5)

Sé hoc sinh

2

10

6

4

3

Tim mét cia m&u sb liéu ghép nhom nay.

Y nghia. Mét clia mau sé liéu ghép nhém x&p xi cho mét cia mau sé liéu gbe, né dwoc dung
dé do xu thé trung tdm clia mau so liéu.

‘% van dung. Hay tinh céc sé déc trwng cho méau sé liéu trong Bang 3.1 va giai thich y nghta clia

cac gia tri thu duoc.



BAITAP
3.4. Quéng dudng (km) tir nha dén noi lam viéc clia 40 céng nhan mét nha may dugc ghi
lai nhu sau:
5 310 20 25 11 13 7 12 31 19 10 12 17 18 11 32 17 16 2
fr S 8 3512 1918 3 12 14 2 96 4 18 7 B 12
a) Ghép nhom déy sb liéu trén thanh cac khoang co dé réng bang nhau, khoang dau tién
la [0; 5). Tim gié tri dai dién cho m6i nhom.
b) Tinh sb trung binh clia mau sb liéu khéng ghép nhdém va mau sb liéu ghép nhom.
Gia tri nao chinh xac hon?
¢) Xac dinh nhém chira mét ctia mau sé liéu ghép nhom thu duoc.
3.5. Tudi tho (nd@m) clia 50 binh &c quy 6 t6 duoc cho nhu sau:

Tuditho (nam) | [2:25) | [25:3) | [3:35) | [35:4) | [445) | [45 5)

Tan sé 4 9 14 11 7 5

a) Xac dinh mét va giai thich y nghfa.
b) Tinh tuéi tho trung binh cla 50 binh ac quy 6 t6 nay.

3.6. Diém thi mén Toén (thang diém 100, diém duwoc lam tron dén 1) clia 60 thi sinh dwoc
cho trong bang sau:

Diém 0-8 10-19 20-29 30-39 40 - 49
S6 thi sinh 1 2 4 6 15
Diém 90 - 59 60 - 69 70-79 80 -89 90-99
Sé thi sinh 12 10 6 3 1

a) Hiéu chinh dé thu dwoc mau sb liéu ghép nhém dang Bang 3.2.
b) Tim cac ti phan vi va giai thich y nghia cua chung.

3.7. Phong van mot so hoc sinh khoi 11 ve [y aiian T 56 hoc sinh | S6 hoc sinh
thoi gian (gio) ngu cua mat budi tdi, thu Ao o
duwoc bang so liéu & bén.

; g . L g [4; 5) 6 4

a) So sanh thoi gian ngu trung binh cua
cac ban hoc sinh nam va n(. [5; 6) 10 8
b) Hay cho biét 75% hoc sinh khéi 11 ngt [6; 7) 13 10
it nhéat bao nhiéu gio? [7; 8) 9 11
[8; 9) 7 8
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o Em co biét? @

~\
Ta c6 thé str dung phan mém Geogebra dé tinh cac t&r phan vi clia méu s liéu ghép
nhéom dang Bang 3.2 theo cac budc sau day:
Buwdc 1. Lap bang tan sé tich luy dang sau:
Nhom <a, |lagay) | .. [a;i84) | ... [ax; ax.q)
Tan s6 tich luy 0 &; c, )
trong d6 ¢; =m, + ...+ m; , la tan sé tich Iuy.
Bude 2. V& d6 thi tan sé tich luy bang cach ndi cac diém liéntiép M, (a,; 0), My (a,; ¢y), ...,
M1(@y.4; Cc )-
Bwde 3. Qua diém A{O; %} vé tia song song v&i Ox, cat dé thj tan sb tich Iuy tai
B, [01; %} vOi nla cd mau, Q, chinh la t&¢ phan vi thur nhét.
Qua diém A, [0; %J vé tia song song vGi Ox, cat dd thi tan sé tich luy tai B, [QQ; %J
Q, chinh la tu phan vi thi hai.
Qua diém A, [0; 3?”] vé tia song song véi Ox, cat dd thj tan s6 tich Iuy tai B, (03; 37?}
Qs chinh la t& phan vi thir ba.
Chéng han, véi mau sé liéu ghép nhém cho trong Vi du 2 ta ¢ bang tan sé tich luy:
Nhém <9,5([9,5:125)|[12.5: 15,5)|[15,5: 18.5)|[18.5; 21,5)[[21,5: 24,5)
Tan sétichlu§ | O 3 15 30 54 56
St dung phan mém Geogebra ta c6 Hinh 3.1.
yed
80 ¢ ! | |
M5 M6
.A3 =(0, 42)
20 B3 = (20, 42)
$A2=(0, 28) e
B2 =(18.1, 28)
20 o | | |
JA1=(0, 14) M3
B1 = (15.25, 14)
M1
- > - b L
o) 5 10 15 20 % x
Hinh 3.1
Tt hinh v& ta c6 Q, = 15,25 Q, = 18,1, Q; = 20. y




BAI TAP CUOI CHUONG III

A-TRACNGHIEM

Khao sat thai gian tap thé duc trong ngay ctia mét sé hoc sinh khdi 11 thu dwoc mau sé liéu
ghép nhém sau:

Thoi gian (phit) | [0: 20) [20: 40) [40: 60) [60;80) | [80;100)
Sé hoc sinh 5 9 12 10 6
Bang 3.6
3.8. Gia tr dai dién cua nhém [20; 40) la
A. 10. B. 20. G 30 D. 40.
3.9. MAu s6 liéu ghép nhém nay cé sé mét |a
A 0 B.1. €2 D. 3
3.10. Nhém chira mét cia mau sé liéu nay la
A. [20: 40) B. [40; 60). C. [60; 80). 0. [80; 100).
3.11. Nhém chtra tir phén vij thir nhéat 1a
A. [0: 20). B. [20; 40). C. [40: 60). D. [60: 80).
3.12. Nhém chtra trung vi la
A. [0: 200). B. [20; 40). C. [40: 60). D. [60; 80).
B - TU LUAN
3.13. Co céau dan sé Viét Nam nam 2020 theo dé tudi duoc cho trong bang sau:
D6 tudi Duéi 5 tudi 5-14 15-24 25-64 Trén 65
Sé ngudi (triéu) 7,89 14,68 13,32 53,78 7,66

(Theo: http//ourworldindata.org)

Chon 80 la gia tri dai dién cho nhém trén 65 tudi. Tinh tudi trung binh cla ngudi Viét Nam
nam 2020.

3.14. Ngudi ta ghi lai tudi tho cia mét sé con ong cho két qua nhu sau:

Tudi tho (ngay) [0; 20) [20; 40) [40; 60) [60:80) | [80; 100)
S6 lwong 5 12 23 31 29

Tim mét ctia méu sé liéu. Giai thich Y nghia clia gia tri nhan duoc.

3.15. Mét bang xép hang da tinh diém chuan hoé cho chi s nghién clru clia mét sé truéng
dai hoc & Viét Nam va thu duoc két qua sau:

Piém Duéi 20 | [20;30) | [30;40) | [40:60) | [60;80) | [80: 100)
Sé trurong 4 19 6 2 3 1

Xéac dinh diém ngudng dé duwa ra danh sach 25% triedng dai hoc c6 chi s6 nghién ctiu tot
nhat Viét Nam.




CHUONG IV

QUAN HE SONG SONG
TRONG KHONG GIAN

O céc lop dudi, ta d& hoc vé Hinh hoc phang, mén hoc nghién ctru tinh chét clia cac hinh
trong mat phang nhuw hinh tam giac, hinh t& giac, hinh tron... Tuy nhién, cac vat thé thuong
géap trong thuc té doi sdng nhw hép phan, cuc tay, chén gidy la cac hinh trong khéng gian.
M6t sb tinh chat clia nhirng hinh nay da duoc giéi thiéu va thira nhan trong phan Hinh hoc
tric quan. Trong chuong nay, ta sé tiép tuc hoc vé Hinh hoc khéng gian, mén hoc nghién
clru tinh chat clia cac hinh trong khéng gian dua trén céac |ap luan toan hoc logic va
chét ché. Néi dung chinh clia chuong lién quan dén duéng thang, mat phang trong khéng
gian va v tri twong déi gitra chung.

Hinh hoc khéng gian dong vai tré quan trong trong xdy dumng va dé hoa nhu vé kithuat, in 3D,
thiét ké voi sy ho tro clia mdy tinh CAD (Computer Aided Design).

-~ - : o - - -
THUAT NGU' ! KIEN THU'C, KI NANG
« Mat phang » Nhan biét cac quan hé lién thuéc co ban gitra diém,
« Piém thudc mat phang dudng thang, mat phang trong khdng gian.
« Cac diém ddng phang - Mb ta ba cach xac dinh mat phang.

- Giao tuyén ctia hai mit phing | * Xac dinh giao tuyen cta hai mat phang, giao diém cla
dudng thang va mat phang.

* Nhan biét hinh chop va hinh ti dién.
» M6 ta mét sé hinh anh trong thyrc tién co lién quan dén
dudng thang, mat phang trong khéng gian.

* Hinh chép va hinh tr dién

Piém, duwdng thang va méi quan hé lién thuéc gitra hai déi twong hinh hoc nay da duoc
gidi thiéu trong Hinh hoc phang. Bai nay tiép tuc trinh bay mét ddi twong hinh hoc khéc
la mat phang, ddng thdi nghién ciru méi quan hé lién thude gitra diém, duéng thang voi
mat phang.

"-..:—.in‘\r
b ﬁﬁ >
_\1?“?1 e .-}$§



1. KHAI NIEM MO BAU

Mat bang, man hinh may tinh hay mét nwréc Itc tinh 1ang 1a mét s6 hinh anh vé mét phan cua
mat phang. Mat phang khdéng coé bé day va khdng co gioi han.

— Dé biéu dién mat phang ta thudng dung mét hinh
binh hanh va viét tén clia mat phang vao mét goc
clia hinh. Ta ciing c6 thé str dung mét géc va viét &)
tén clia mat phang & bén trong goc dé. Hinh 4.1

— Pé ki hiéu mat phang ta dung chii cai in hoa hodc chit cai Hy Lap dat trong dau ngoac ( ).
Trong Hinh 4.1, ta c6 mét phang (P) va mat phang (o).

RY.

B Hay tim mét s hinh anh cta mat phang trong thuc té.

3 Ho1. Chadm phat dén trén san
béng da cho ta hinh anh vé mét
diém thuéc mét mat phéang.
Hay tim thém cac vi du khac
cling goi cho ta hinh anh do.

a) b)

Hinh 4.2

— Piém A thudc mét phang (P), ki hiéu A e (P).
—Piém B khéng thudc méat phang (P), ki hiéu B ¢ (P).
Néu A e (P)ta con ndi A nam trén (P), hodc (P) chira A, hoac (P) di qua A.

Chu y. Dé nghién ctru hinh hoc khéng gian, ta thuong vé cac hinh d6 1én bang hoac 1én giay.
Hinh vé dé dugc goi la hinh biéu diénlc&a mat hinh khéng gian. Hinh biéu dién ctia mét hinh
khéng gian can tuan thu nhirng quy tac sau:

— Hinh biéu dién clia dwong thang la dwdng thang, clia doan thang la doan thang.

— Hinh biéu dién cua hai duéng thang song song Ia hai
duong thang song song, cla hai duong thang cat nhau la
hai duong thang cat nhau.

1

I

:

1
)._____

— Hinh biéu dién gitr nguyén quan hé lién thudc gitia diém
va duwong thang.

&

— Dung nét vé lién @& biéu dién cho dwdng nhin thay vanét  Hink 4.3. Hinh biéu dién cia
durt doan dé biéu dién cho dudng bi che khuat. hinh chop tam giac déu va
i e L ; < hinh lap phuong
Cac quy tac khac se dugc hoc 0 phan sau.



2.CAC TiNH CHAT THU'ANHAN

» up2. Chiéc xa ngang dat tya |én hai diém A, B cla try nhay
thé hién hinh anh clia mét dudng thang di qua hai diém do.
Co thé tim dwoc mét duong thdng khac clng di qua hai
diém A, B hay khéng?

I Co6 mét va chi mét dwdng thang di qua hai diém phan biét. ||

A1l
B C6 bao nhiéu duong thang di qua hai diém trong s ba diém khéng thédng hang?

3 uoz. Trong Hinh 4.4 1a mét khéi rubik cé bén dinh va bén mat,
méi mat 1a mét tam giac.
a) Pat khéi rubik sao cho ba dinh clia mat mau do déu nam
trén mat ban. Khi d6, mat mau do cla khédi rubik cé nam
trén mat ban hay khéng?

b) C6 thé dat khdi rubik sao cho bén dinh clia n6 déu nam
trén mat ban hay khéng?

C6 mét va chi mét mét phang di qua ba diém khong |
thang hang. J

[ Tén tai bén diém khéng cung thudc mét mat phang. J

Nhan xét. M6t mat phang hoan toan xac dinh néu biét ba
diém khéng thang hang thudc mat phang dé. Ta ki hiéu mat
phang di qua ba diém khéng thang hang A, B, C la (ABC).
Néu c6 nhiéu diém cung thuéc mét mat phang thi ta noi
nhitng diém d6 déng phang. Néu khéng cé mat phang
nao chira cac diém do thi ta néi nhirtng diém dé khong
déng phang.

u

H C6 bao nhiéu mat phang di qua ba diém thang hang?

‘% vidu1. Chobdn diém A, B, C, Dkhéng dong phang (H.4.5).
C6 bao nhiéu mat phang di qua ba trong sb bén diém dé cho?
Giai

C6 4 mat phéng di qua ba trong s6 bén diém d4 cho, d6 1a
cac mat phang (DAB), (DAC), (DBC) va (ABC).

‘D luyéntip 1. Cho tlr giac ABCD. C6 bao nhiéu mat phéng di
qua ba trong so bon dinh cla ti giac do?

Hinh 4.4

Ctiu dinh bang déng & ¢ dé Hué

la mét di san van hoa co gia tri
to lén eda Viét Nam.

B
Hinh 4.5

) van dung 1. Hay giai thich tai sao trong thuc tién c6 nhiéu @6 vat duoc thiét ké gébm ba chan

nhw chan d& may anh, gia treo tranh, kiéng ba chan treo nai. ...

12



¥ uoa. Cang mét soi day sao cho hai dau clia sgi day nam trén
mat ban. Khi do, sgi day cé nam trén mat ban hay khéng?

Néu mét duong thang cé hai diém phan biét thuéc moét
mét phang thi tat ca cac diem clia dwong thang deu thude
mat phang do.

Chuy. Néu moi diém clia duong thang d déu thugc mat phang (P) thi ta néi duong thang d

nam trong (P) hoac (P) chira d. Khi do ta ki hiéu la d — (P) hoéac (P) - d.
7® Vi du 2. Cho tam giac ABC va mét diém M thude duong théng BC (H.4.6).

a) Diém M c6 thudc méat phang (ABC) hay khéng?

b) Budng thdng AM cé nam trong mat phang (ABC) hay khéng?

Giai

a) Puong thang BC cb hai diém phan biét B, C thudéc mét phang

(ABC) nén dudng thdng BC nam trong mat phang (ABC).
Vi Mthuéc duwdng thdng BC nén M thudc méat phang (ABC). B cC M

b) Puéng thang AM cé hai diém phan biét A, M thuéc mat phang Hinh 4.6
(ABC) nén duéng thang AM nam trong mat phang (ABC).

‘B Luy@n tdp 2. Trong Vi du 2, lay diém N thudc duong thang AB sao cho N khac M. Buong thang
MN cé thuéc mat phang (ABC) hay khéng?

2 wos. Trong Hinh 4.7, mat nudc va thanh bé cé giao nhau

theo duwong thang hay khéng?
Néu hai mat phang phan biét c6 diém chung thi cac diém V 7€
chung clia hai mat phang la mét dwéng thang di qua diém
chung do.
Hinh 4.7

Chii y. Buong thang chung d (néu coé) clia hai méat phang phan biét (P) va (Q) dwoc goi la
giao tuyén clia hai méat phang do va ki hiéu la d = (P) ~ (Q).

7



P Vi du 3. Cho tam giac ABC va mot diém S khong thudc
mat phé‘{ng (ABC). Goi M, N lan lugt |a trung diém cla céac
doan thang AB, AC (H.4.8).

a) Chi ra mét diém chung clia hai mat phang (SBN), (SCM)
va khac diém S.

b) Giao tuyén clia hai mét phang (SBN) va (SCM) co di qua
trong tam clia tam giac ABC hay khéng?

Giai
a) Trong tam giac ABC, hai dudng trung tuyén BN va CM
cét nhau tai trong tam G clia tam giac. Biém G thuéc BN Hinh 48

nén cling thudéc mat phang (SBN). Biém G thudéc CM nén
cling thuéc mat phang (SCM). Vay G la mét diém chung

il mat hing (SN A (S e

b) Vi S, G la hai diém chung cla hai mat phdng (SBN)va  thuéc ca hai mat phang do.
(SCM) nén giao tuyén cla hai mat phang nay la duwdng
thdng SG. Pudng thang nay di qua trong tam G cla
tam giac ABC.

Nhan xét. Hai dwong trung tuyén trong mot tam giac cat

nhau tai trong tdm cla tam giac la mét tinh chét da duoc

hoc trong hinh hoc phang. Trong vi du trén, tinh chat nay da
duwoc ap dung cho tam giac ABC trong mét phang (ABC).

Trong tredng hop tbng quat, ta c6 tinh chéat sau:

Tren méi mét phang, tat ca cac két qua da biét trong hinh hoc phang déu dung

n-

® Luyén tip 3. Trong Vi du 3, hdy xac dinh giao tuyén clia hai mat phang (SBM) va (SCN).

3.CACH XAC DINHMOT MAT PHANG

O muc 2, ta da thira nhan két quéa sau:

| M6t méat phang dugc hoan toan xac dinh khi biét n6 di qua ba diém khéng thang hang.

Muc nay sé tiép tuc gidi thiéu thém hai cach xac dinh mét mat phang.

3 Ho6. Cho dudng thang d va diém A khéng thudc d. Trén -A
d‘u’o’ng thang d lay hai diém phan biét B, C (H.4.9). Mat
phang (ABC) c6 chira diém A va dudng thang d hay khéng?
M&t phdng (ABC) c6 chira hai duong thdng AB va BC 4B ¢
hay khong? Hinh 4.9

| + Mot mat phang duoc hoan toan xac dinh khi biét no di qua mét diém va chira mot H
duong thang khéng di qua diem do.

| MGt mat phang duoc hoan toan xac dinh khi biét né chira hai duong thang cat nhau. |

-
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Chuy. Mat phéng duoc xac dinh boi diém A va duong théng d khong chira A duoc ki hiéu
la mp(A, d). Mét phang duoc xac dinh béi hai dwong thang cat nhau a va b dugc ki hiéu la
mp(a, b).

'} Vidy 4. Cho hai dudng thang cat nhau a, b va goi S la S
mot diem khong thudéc mp(a, b) (H.4.10). Xac dinh giao
tuyén cta mp(S, a) va mp(S, b).

Giai /§M<‘
Goi M la giao diém cla a va b. Vi M thuéc a nén M thudc 7= s

mp(S, a). Vi Mthugc bnén Mthudc mp(S, b). Hai diém S, M
cung thudée mp(S, a) vamp(S, b) nén giao tuyén clia hai mat Hinh 4.10
phang doé la duong thang SM.

3 Luyén tdp 4. Trong Vi du 4, v& mét duang théng c cét ca hai
duwdng thang a va b. Xac dinh giao tuyén cua hai mat phang:
mp(S, a) va mp(S, ¢); mp(S, b) va mp(S, c).

'3 van dung 2. Dé tranh cho clra ra vao khéng bi va dap vao cac
@6 dung xung quanh (do mé& ctra qua manh hodc do gi6 to
dap ctra), nguoi ta thuong str dung mét phu kién la hit ctra
nam cham. Héy giai thich tai sao khi ctra dwgc hat téi vj tri
clia nam cham thi canh clra duoc gir ¢b dinh.

4.HINH CHOP VA HINH TU DIEN

3 uo7. Céac hinh anh duéi day co dac diém chung nao véi hinh chép tam giac déu ma em da
hoc & I6p 8?7

» Cho da giac 16i AA,...A_ va mét diém S nam ngoai mat phang chira da giac d6. Noi
Svéicacdinh A, A, ..., A déduoc ntam giac SAA,, SAA,, ..., SAA.. Hinh gém n
tam giac SA A, SAA., ..., SAA vadagiacAA,.. A duocgoilahinh chop vakihiéu
la S.AA,. . A.

+ Trong hinh chop SAA,.. A diém S duoc goi la dinh va da giac AA,.. A duoc goi
la mat day, cac tam giac SA A, SAA,, ..., SA A dugc goi la cac mat bén; cac canh
SA,. SA, ..., SA dugc goila cac canh bén;caccanh A A, AA, ... A A duocgaila
cac canh day.

Chuy
Tén cua hinh choép duoc goi dya theo tén clia da giac day, vi du hinh choép cé day la tir giac
dwgc goi la hinh chop tur giac.



3 Vi du 5. Cho hinh chép S.ABCD (H.4.11). Hinh chép d6 co S
bao nhiéu dinh, bao nhiéu canh?

Giai
Hinh chép S.ABCDcé 5dinhla S, A, B, C, Dva co 8 canh la 2
SA, SB, SC, SD, AB, BC, CD, DA.

3 Luyén tip 5. Cho hinh chép S.ABCD. Goi tén cac mat bén va B C
mat day cua hinh chop do. Hinh 4.11

2 noa. Trong céc hinh chop & HD7, hinh chop nao cé it dinh nhé&t? Xac dinh sé dinh, sé canh
va s0 mat cla hinh chép do.

"+ Cho bén diém A, B, C, D khong déng phéng. Hinh |
gom bon tam giac ABC, ACD, ABD va BCD dugqc goi

la hinh & dién va dwoc ki hiéu la ABCD. HinniG D e G gt i
cac tam giac déu goi la hinh

« Trong hinh t dién ABCD, cac diém A, B, C, D duoc tir dién déu.
goi la cac dinh cua ti dién, cac doan théng AB BC,
CD, DA, AC, BD duoc goi la cac canh cua ti dién, cac
tam giac ABC, ACD, ABD, BCD dwoc goi la cac mat
cla tir dién.

« Trong hinh t& dién, hai canh khéng cé dinh chung
duoc goi 1a hai canh déi dién, dinh khéng nam trén
mot mat dwoc goi la dinh déi dién véi mat do.

- R

Nhan xét. Hinh tr dién [a mot hinh chép tam giac ma mat nao cla hinh t& dién cling co thé
dugc coi la mat day.

3 Vi du 6. Cho hinh t&r dién ABCD va E [a m6t diém nam trong
tam giac BCD. Goi F la mot diém nam gitta A va E (H.4.12).
Xac dinh giao diém cla duong thang BF va mat phang
(ACD).

Giai

Vi diém E nam trong tam gidc BCD nén dudng thdng BE

cat canh CD tai mét diém M. Cac diém A, E thudc mat

phang (ABM) nén dwdng thang AE thudc mat phang (ABM), Hinh 4.12

do d6 diém F thuéc mat phang (ABM). Nhu vay cac diém S

A, B, E, F, M ciing thudc mat phéng (ABM). HE ame &) gm0 se coa
mét duéng thang va mét mat

Trong tam giac ABM, dudng thang BF cat AM tai N. Vi N phéng, ta c6 thé tim giao diém
thuéc AMva A, M cing thuéc mat phang (ACD)nén Nthugc ~ cua ducong thang do voi mét
mét phéng (ACD). Vay N Ia giao diém clia dwong thdng BF 94N thang nam frong mat
va mat phang (ACD). PRRAESA 0.

» luyén tdp 6. Trong Vi du 6, xac dinh giao diém cla duwong
théng DF va mét phang (ABC).
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BAITAP

4.1. Trong khéng gian, cho hai dwéng théng a, b va mat phang (P). Nhitng ménh dé nao sau

day la dung?

a) Néu a chira mét diém nam trong (P) thi a ndm trong (P).

b) Néu a chira hai diém phan biét thudc (P) thi a nam trong (P).

c) Néu a va b cling nam trong (P) thi giao diém (néu cé) clia a va b cling nam trong (P).
d) Néu a nam trong (P) va a cét b thi b nam trong (P).

4.2. Cho tam giac ABC va diém S khéng thuéc mét phang (ABC). LAy D, E la cac diém lan

lvot thudc cac canh SA, SB va D, E khac S.

a) Budng thang DE c6é nam trong mat phang (SAB) khéng?

b) Gia str DE cat AB tai F. Chirng minh rang F la diém chung cla hai mat phang (SAB) va
(CDE).

4.3. Cho mét phéng (P) va hai duong thang a, b nam trong (P). Mét duong thang c cat hai
duong thang a va b tai hai diem phan biet. Chirng minh rang duong thang ¢ nam trong
mat phang (P).

4.4. Cho hinh chép tr giac S.ABCD va M la mot diém thudc canh SC (M khac S, C).
Gia st hai duwdng thang AB va CD cat nhau tai N. Chirng minh rang duéng thang MN la
giao tuyén cua hai mat phang (ABM) va (S CD).

4.5. Cho hinh chép tr giac S.ABCD va lay mét diém E thudc canh SA cla hinh chop

(E khac S, A). Trong mat phang (ABCD) vé mét duong thang d cat cac canh CB, CD
lan lwot tai M, N va cat cac tia AB, AD |an luot tai P, Q.

a) Xac dinh giao diém clia mp(E, d) v&i cac canh SB, SD cla hinh chop.
b) Xac dinh giao tuyén ctia mp(E, d) véi cac mét cla hinh chop.

4.6. Cho hinh 1 dién ABCD. Trén cac canh AC, BC, BD lan Iwgt 14y cac diém M, N, P
saocho AM=CM, BN = CN, BP = 2DP.

a) Xac dinh giao diém cla duwong thang CD va mat phang (MNP).
b) Xac dinh giao tuyén cla hai mat phang (ACD) va (MNP).

4.7. Tai cac nha hang, khach san, nhan vién phuc vu
ban thudng xuyén phai bung bé nhiéu khay, dia dd an
khac nhau. Mét trong nhirng nguyén tac nhan vién can
nhé 1a khay phai duoc bung bang it nhat 3 ngén tay. Hay
giai thich tai sao.

4.8. Ban cét gidy la mét dung cu duoc sir dung thudng
Xuyén & cac clra hang photo-copy. Ban cat gidy gém hai
phan chinh: phan ban hinh chit nhéat c¢6 chia kich thudc
giay va phéan dao cat co mét dau dwoc cb dinh vao ban.
Héay giai thich tai sao khi sir dung ban cét giay thi cac
dudng cat luén la duong thang.

or



"HAI PUONG THANG SONG SONG

THUATNGU | KIEN THUC, Ki NANG
« Hai dwong thang i « Nhan biét vj tri twong déi ctia hai duwong thang trong khéng gian: hai

déng phang dwéng thang triing nhau, song song, cat nhau, chéo nhau.
« Hai dwong thang { « Giai thich tinh chat co ban cla hai dudng thang song song trong
chéo nhau khéng gian.

- Van dung kién thuc vé hai dwong thdng song song dé mé ta mét s6
hinh anh trong thue tien.

Pé giai quyét van dé tdc duong & cac thanh
phd I&n, co rat nhiéu giai phap duogc dua ra.
Trong d6 giai phap xay dung cac hé thdng
cau vuot, dwong hoac dwdng sat trén cao da
va dang duoc dua vao thuc té & Viét Nam.
Toan hoc mo ta vi tri twong quan gitra céc
tuyén duong trén nhu thé nao?

Hinh 4.13

1. VITRi TUONG DOl CUA HAI DUONG THANG

3 o1, Quan sat bén tuyén dudng trong Hinh 4.13 va tra 1o cac cau hoi sau:
a) Hai tuyén duéng nao giao nhau?
b) Hai tuyén duéng nao khéng giao nhau?
c) Hai tuyén duwdng nao song song?

r >
Cho hai duwong thang a va b trong khéng gian.
« Néu a va b cing ndm trong mét mat phang thi ta néi a va b déng phang. Khi d6, ava b
co thé cat nhau, song song v&i nhau hoac trung nhau.
« Néu a va b khéng cling nam trong béat ki méat phéng nao thi ta néi a va b chéo nhau.
Khi do6, ta cling néi a chéo vai b, hoac b chéo voi a.

LN L

amb={M} allb Hinh 4.15
acatbtai M a song song vai b a trung vGi b

Hinh 4.14




olf

Héay tim mét sé hinh anh vé hai duéng thang song song, hai dudng thang chéo nhau
trong thure tién.

e

Dét vai bang khung ctri mét trong nhiing Hanh lang véi bé cam bién an ninh
net dep van hoa cia mét sé dan téc. gom cdc tia laze dbi mét khéng cat nhau.

Hai duwrong thang khéng co diém
chung thi cé thé song song hoac

— Hai duéng thang song song la hai duweong thang ke e

ddng phang va khéng cé diém chung.
— Cb dung mét mat phang chira hai dwong thang
song song.

3 Vi du 1. Cho hai hinh binh hanh ABCD va ABEF khong

cung nam trong mét mat phang (H.4.16). F
a) Quan sat bén duéng thang AB,BC,CD, DA. Chi ra E
cac cap dudng thang cat nhau, cac cap duéong thang A D
song song.
b) Trong ba dwéng thdng AB, AF, BE co hai duéng thang B C
nao chéo nhau hay khéng? =
Hinh 4.16
Giai

a) Cac cap duong thang cat nhau la ABva BC, ABva DA, BC va CD, CDva DA.
Cac cap dwong thang song song la ABva CD, DA va BC.

b) Céc duong thang AB, AF, BE cing nam trong mat phang (ABEF) nén trong ba dwong
thang do khéng co hai dwong thang nao chéo nhau.

3 Luyén tip 1. Cho hinh chép S.ABCD co day ABCD la hinh
binh hanh (H.4.17).

a) Trong cac dwong thang AB, AC, CD, hai dudong thang
nao song song, hai dwéng thang nao cat nhau?

b) Goi M, N lan Iwot la hai diém thudc hai canh SA, SB.
Trong cac duéng thang SA, MN, AB co hai duong
thdng nao chéo nhau hay khéng?

Hinh 417
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3 vidu 2. Cho hinh tir dién ABCD (H.4.18). Hai duéng thang A
AB va CD c6 chéo nhau hay khong? Chi ra cac cap duwdng
thang chéo nhau co trong hinh tir dién do.

Giai D
Néu hai duwong thang AB va CD khéng chéo nhau thi ching g

c@ng thupc mét mat phéng. Khi dé bén diém A, B, C, D

dong phang, trai voi gia thiét ABCD la hinh t& dién. Do do,

hai dwong thang AB va CD chéo nhau.

) Hinh 4.18
Lap luan twong tw, ta thay trong t&r dién ABCD con co cac
cap duong thang chéo nhau la AC va BD, AD va BC.
‘# Luyén tdp 2. Trong hinh chop ttr giac S.ABCD (H.4.19), chira
nhirng duong thang: C

a) Chéo v6i duong thang SA; D
b) Chéo véi duweng thang BC.

'® Vvin dung 1. M6t chiéc gay dugc dat mét dau dua vao twong
va dau kia trén mat san (H.4.20). Hoi co thé dat chiéc gay do
song song v&i moét tfrong cac meép twong hay khéng?

Hinh 4.20

2. TINH CHAT CUAHAI PUONG THANG SONG SONG

3 1o2. Trong khdng gian, cho mét dwong thang d va mét diem
M khéng nam trén d (H.4.21). Goi (P) la mat phang chira M 7
va d. ’

a) Trén mét phang (P) cé bao nhiéu duéng thang di qua M
va song song voi d?

b) Néu mét dwéng thdng di qua M va song song Vv6i d thi Hinh 4.21

dudng thang do cd thuéec mat phang (P) hay khéng?

Trong khéng gian, qua mét diém khéng nam trén dwong thang cho trudc, co dung mét
dwang thang song song voi duong thang da cho.

3 192, Quan sat16p hoc va tim hai dwong théng song song v&i mép trén clia bang. Hai duwdng
thang do cd song song voi nhau hay khéng?

% : ; ; = Cdéc tia sang Mat Troi & gan
Trong khéng gian, hai duéong thang ey : 5
phan biét cung song song voi duong 11 S Wigo Bl DHLE GAG

2 : . . dweng thang d6i mét song
thang thur ba thi song song voi nhau. song véi nhau.




Pvidus. Cho tu dién ABCD. Goi M, N, F Q R, S lan luot la
trung diém cua cac doan thang AB, CD, AD, BC, AC, BD
(H.4.22).

a) Chirng minh rang 1 giac MPNQ |a hinh binh hanh.

b) Chting minh rang cac doan thang MN, PQ, RS clng di
qua trung diém ctia moi doan.

Giai
a) Trong tam giac ABC, ta co MQ la dwong trung binh nén
1
MQ /Il AC va MQ = > AC. Tuwong tu voi tam giac ACD, ta

Hinh 4.22

1
cO PN /IACva PN = E AC.Dodd MQ // PN va MQ = PN, Néu cac diu hiéu nhan biét
suy ra tr giac MPNQ Ia hinh binh hanh. ter gido 1a hinh binh hanh.

b) Tir cau a suy ra hai doan thang MN va PQ cét nhau tai
trung diém ctia méi doan. Tuong tw, hai doan thang MN va
RS cat nhau tai trung diém ctia méi doan. Do d6, cac doan
thang MN, PQ, RS cung di qua trung diém clia méi doan.

3 Luyén tip 3. Trong Vi du 1, chitng minh rang bén diém C, D,
E, F déng phang va t&r giac CDFE |a hinh binh hanh.

N = . d Néu hai duwong thang bva c

2 B4, Cho hai, mat phéng (P)va (Q) cat \nhau theo giao tuyen ¢ cat nhau tai N'thita cé thé st
M6t mat phang (R) cat (P) va (Q) lan lugt theo cac giao dung lai két qua & cau a.
tuyén a va b khéc c.
a) Néu hai dwong thdng a va c cat nhau tai M thi dudng
thang b cé di qua M hay khéng (H.4.23)? Giai thich vi sao.
b) Néu hai duong thang a va ¢ song song voi nhau thi
hai duwong thang b va ¢ cé song song véi nhau hay khéng
(H.4.24)? Giai thich vi sao.

¢!
a A
N
P Q
/
Hinh 4.23 Hinh 4.24

Két qua sau day con duoc biét dén véi tén goi "Binh |i vé ba dudng giao tuyén'.

( Néu ba mat phang déi mét cat nhau theo ba giao tuyén phan biét thi ba giao tuyén d6 1
| déng quy hoac déi mét song song voi nhau.

Chuiy. TU két qua trén co thé suy ra rang: Néu hai mat phang chira hai dudng thdng song
song v&i nhau thi giao tuyén cﬂq chung (néu c6) song song va&i hai dwong thédng dé hoac
trung v&i mét trong hai dwong thang do.
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3 Vidua. Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD la hinh binh hanh
(H.4.25). Xac dinh giao tuyén clia hai mat phang (SAB)va (SCD).
Giai
Hai mat phang (SAB) va (SCD) c6 diém chung S va chira hai
duwong thang song song la AB va CD. Do dé, giao tuyén cla hai

mat phang (SAB) va (SCD) la duéng thang m di qua S va song
song voi AB, CD.

)Lugén tip 4. Trong Vi du 4, hdy x&c dinh giao tuyén cla hai mat
phang (SAD) va (SBC).

Hinh 4.25

3 vin dung 2. MGt bé kinh chira nudc co day la hinh ch(r nhat
dugc dat nghiéng nhw Hinh 4.26. Giai thich tai sao dwong mép
nuwéc AB song song v6i canh CD clia bé nuéc.

BAITAP

Hinh 4.26
4.9. Trong khéng gian, cho ba dwéng thang a, b, ¢. Nhitng ménh dé nao sau day la dung?

a) Néu a va b khéng cat nhau thi a va b song song.

b) Néu b va c chéo nhau thi b va ¢ khéng cung thudc mét mat phang.

c) Néu a va b cuing song song véi ¢ thi a song song v&i b.

d) Néu a va b cat nhau, b va ¢ cat nhau thi a va c cat nhau.

4.10. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh binh hanh. Trong cac cap dwong thdng sau,

cap duwdong thang nao cat nhau, cap dwong thang nao song song, cap dwdng thang nao
chéo nhau?

a) ABva CD, b) AC va BD, c) SBva CD.

4.11. Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD la hinh binh hanh.
Goi M, N, P, Q lan luot 1a trung diém cla cac canh bén SA,
SB, SC, SD (H.4.27). Chting minh rang tr giac MNPQ Ia hinh
binh hanh.

4.12.Chohinhchép S.ABCDc6 day ABCDlahinhthang (AB// CD).
Goi M, N lan luotla trung diem cua cac canh SA, SB. Chirng
minh rang ttr giac MNCD l|a hinh thang.

4.13.Cho hinh chép S.ABCDc6 day ABCDlahinh thang (AB// CD).
Goi Mla trung diém cua doan thang SD (H.4.28).

a) Xac dinh giao tuyén clia mat phang (MAB) va (SCD).

b) Goi N l& giao diém clia duong thang SC va mat phang
(MAB). Chirng minh rang MN la duéng trung binh cla tam
giac SCD.

Hinh 4.28
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4.14. Cho tu dien ABCD. Goi M, N lan lwot la trung diém cf,lq cac canh BC, CDva P la mét
diém thudc canh AC. Xac dinh giao tuyén cla hai mét phang (AMN) va (BPD) va chirng
minh giao tuyén doé song song voi BD.

4.15. (Db vui) Khi hai canh ctra sb hinh chit nhat dwgc ma, du & vi tri nao, thi hai mép ngoai
clia chung luén song song véi nhau (H.4.29). Hay giai thich tai sao.

Néu hai canh clra sé c6 dang hinh thang nhu Hinh 4.30 thi cé vi tri nao clia hai canh clra
dé hai mép ngoai clia chung song song v&i nhau hay khéng?

Hinh 4.29 Hinh 4.30

e Em co biét? e

Trong khéng gian, cé dinh mét duong thang A
thédng dirng va goi d la mét dueng thang tuy V.
Ta hay cung tim hiéu hinh duoc tao béi dudng
théng d khi quay dudng thang nay quanh dueng
théng A frong khéng gian. Néu d'song song véi A
hodc d cét A thi c6 thé dé dang hinh dung duoc
hinh tao ra la mat tru hoac mat non (H.4.31).

Con néu d va A chéo nhau thi sao? Trong
hau hét cac trwdng hop, hinh tao ra dwoc goi la
mat hypebal (hyperboloid) nhu trong Hinh 4.32. SN 4
Mat hypebol c6 thé duoc coi nhu mot “dang 3D" “%'ﬁ:‘ﬁ'
cua duong hypebol da dugc day ¢ I6p 10. M6t ‘
diéu thu vi 1a néu mat hypebol dwoc cat bdi mot
mat phang di qua dwéng thang A (truc hypebol)
thi vét cat nhan duogc chinh la mét duéng
hypebol (H.4.33).

Hinh 4.32 Hinh 4.33

Hinh anh cla mat hypebol xuét hién rat nhiéu
trong xay dung, kién tric, nghé thuét, ... va trong
thuc tién, chung ta hoan toan co thé “dung
duoc” mat hypebol bang cach st dung cac vat
dung don gién nhu nan tre t,héng, que tinh hay
nhirng chiéc dta... Em co thé tim thay mét cach
dung nhu vay trén cac trang web tim kiém véi tir
khoa “hyperboloid”.
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PUONG THANG

VA MAT PHANG SONG SONG

THUAT NoU KIEN THU'C, K NANG
« Puong thing song song v&i i * Nhan biét dwong thang song song voi mat phang.
mat phang « Giai thich diéu kién dé& dueng thdng song song véi mat phang.

- Buong thang cat mat phang | « Giai thich tinh chét co ban v& dwong thdng song song Voi

mat phang.

« M6 ta mét s hinh anh trong thuc tién cé lién quan dén

dudng thang song song véi mat phang.

Khi xay twéng gach, ngudi tho thuweng bat dau
VGi viéc xay cac vién gach dan, sau d6 cang day
nho doc theo canh cla cac vién gach dan dé gé
lam chuan réi maéi xay cac vién gach tiép theo.
Viéc str dung day cang nhw vay coé tac dung gi?
Toan hoc mé ta vi tri gika day céng, cac mép
gach véi mat dat nhu thé nao?

1. PUONG THANG SONG SONG VG1 MAT PHANG

J up1. Quan sat hinh anh
khung thanh béng da
va nhan xét vij tri cuia xa
ngang, cét doc, thanh
chéng va thanh bén cua
khung thanh véi mat dat.

Kich thurére ciia khung
thanh duec quy dinh
khac nhau tuy theo
san boéng. Trong san
béng da mini 5 nguoi, {84
xa ngang clda khung ¢
thanh dai 3 mét, cot
doc dai 2 mét.

Cho duéng thang d va méat phang (o). Néu d va (o) khéng cé diém chung thi ta néi d
song song vai (o) hay (o) song song v&i d va ki hiéu la d // (o) hay (o) // d.

Ngoai ra:

« Néu d va (o) c6 mét diém chung duy nhét M thi ta n6i d va (o) cat nhau tai diém M va ki

hieu d m (o) = {M} hay d m (o) = M.

« Néu dva (o) c6 nhiéu hon mét diém chung thi ta néi d nam trong () hay () chira d va ki

hiéu d c (o) hay (o) > d.

e

d// (o) d (o) = {M}

dc (o)



\" -
Hay chi ra mét hinh anh dud'ng thang song song véi mat
phang trong blrc anh bén (H.4.34).

‘B Vidu 1. Cho hinh tr dién ABCD (H.4.35). Trong cac mat
phang chlra cac mat cla hinh tr dién, héy cho biét:

a) Buong thang AB cat cac mat phang nao;

; 2 X PRI : Hinh 4.34. Cau Long Bién, cdy cau
b) Budng thang AB ham trong cac mat phang nao. Areméinds danh 12 "ehithg Wil
Giai lich st ca nuworc ta.
a) Pwong théng AB cat cac mét phang (ACD) va (BCD). A
b) Buéong thang AB nam trong cac mat phang (ABC) va
(ABD).

3 Luyén tdp 1. Trong Vi du 1, dwong thang AC cat cac mat
phang nao, nam trong cac mat phang nao?

Hinh 4.35

2. DIEUKIEN VA TiNH CHAT CUADU'ONG THANG
SONG SONG VO'IMAT PHANG

3 Hp2. Cho duong thang a khong nam trong mat phang (P) & Bai 11, ta da hiét c6 ding
vaa song song voi duong thang b nam trong (P). Goi (Q) la mot mat Phang chira hai
mat phang chira a va b (H.4.36). duwong thang song song.

Néu a va (P) cat nhau tai diém M thi M co thudc (Q) va M

c6 thudc b hay khéng? Hay rut ra két luan sau khi tra |&i cac Q B

cau héitren. ..

" Néu duong thang a khdng nam tron_g mat phang (P)-"| .
va song song véi mét dwong thang nam trong (P) thia | /-

song song Voi (P).

¥ LIl Le RO RN Rs L)% Hinh 4.36
W1
H Phat biéu trén con dang khéng néu boé diéu kién “a khéng nam trong mat phang (P)"?

3 Vi du 2. Cho ba duéng théng a, b, c d6i mét song song voi &
nhau va khdng cung nam trong mét mat phang (H.4.37). /
Chirng minh rang dudng thang a song song voi mp(b, ¢).

Giai //
Ba durong théng a, b, ¢ khdng cling nam trong mét mat phang

nén dwdng thang a khéng nam trong mp(b, ¢). Vi duong thang
a song song voi duong thang b va duwong thang b ndm trong - o
mp(b, ¢) nén dudng thang a song song véi mat phang mp(b, c). Hinh 4.37

) | Luyén tp 2. Trong Vi du 2, chirng minh rang duéng thang ¢ song song Vi mp(a, b), dudng
thang b song song voi mp(a, c¢).
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3 Vi du 2. Trong khéng gian cho hai dudng thang chéo nhau

a va b. Chirng minh réng c6é mét mat phéng chira a va song
song voi b.

Giai (H.4.38)

LAy diém M bét ki thudc a. Qua M ké dwéng thang b' song
song voi b va dat (P) = mp(a, b').

Vi a va b chéo nhau nén dwong thang b khéng nam trong
mat phang (P). Vi b song song v&i b'nam trong mat phang
(P) nén b song song vaoi (P). Vay (P) la mat phang chutra a
va song song voi b.

Hinh 4.38

Chiy. Ta c6 thé chiing minh réng mat phang (P) trong Vi du 3 1a mat phang duy nhat chiva
dwong thang a va song song v&i dwong thang b. Nhu vay, cho tredc hai dwong thang cheo
nhau, c6 duy nhat mét mat phang chira dudng thang nay va song song vaéi dwong thang kia.

» Luyén tdp 3. Cho hinh chop S.ABCD co day la hinh thang (AB // CD). Hai dudng thang SDva
AB ¢6 chéo nhau hay khéng? Chi ra mét phang chira dwong thang SD va song song voi AB.

3 van dung. Trong tinh huéng mé dau, hay giai thich tai sao day nho khi cang thi song song

voi mat dat. Tac dung cua viéc dé la gi?

3 up2. Cho dueng thang a song song véi méat phang (P) va

(Q) la mét mat phang chira a. Gia st (Q) cat (P) theo giao
tuyén b (H.4.36).

a) Hai dwdng thang a va b cé thé chéo nhau khéng?
b) Hai dwdng thang a va b cé thé cat nhau khéng?

" Cho dwong thang a song song voi méat phang (P). Néu
mat phang (Q) chtra a va cat (P) theo giao tuyén b thi
b song song Vvoi a.

Nhac lai cac Vi tri trong déi
ctia hai duong thang trong
khéng gian.

B} Vidua. Cho tr dién ABCD, diém E nam gilra hai diém A va C. Goai (P) la mat phang qua E
va song song véi hai dudng thang AB, CD (H.4.39). Xac dinh cac giao tuyén clia (P) va cac
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mat clia tir dién. Hinh tao bdi cac giao tuyén la hinh gi?
Giai

Mat phang (ABC) chira duong thang AB song song VGi
mat phang (P) nén mat phang (ABC) cat mat phang (P) theo

giao tuyén song song voi AB. V& EF // AB (F thuéc BC) thi
EF la giao tuyén cua (P) va (ABC).

Hai méat phang (ACD) va (BCD) cung chira dwéng thang CD
song song v&i mat phéng (P) nén chung cat mat phang (P)
theo giao tuyén song song v&i CD. V& EH, FG song song
vGi CD (H thuéc AD, G thudc BD) thi EH, FGlan luot la giao
tuyén cha méat phang (P) véi hai mat phang (ACD), (BCD).
Khi d6 GH la giao tuyén cla (P) va (ABD).

A

Hinh 4.39



Mat phang (ABD) chira duéng thang AB song song véi mat phang (P) nén giao tuyén GH
cla (ABD) va (P) song song v&i AB. Tl giac EFGH c6 EF // GH (vi cung song song véi AB)
va EH // FG (vi cung song song voi CD) nén no la hinh binh hanh.

% Luyén tip 4. Trong Vi du 4, goi (Q) 1a mat phang qua E va song song véi hai dudng thang
AB, AD. Xac dinh giao tuyén clia (Q) v&i cac mat cla t dién.

BAITAP
4.16. Trong khong gian, cho hai dwong théng phén biét a, b va méat phang (P). Nhirng ménh
dé nao sau day la dung?
a) Néu a va (P) co diém chung thi a khéng song song vai (P).
b) Néu a va (P) c6 diém chung thi a va (P) cét nhau.
c) Néu a song song véi b va b nam trong (P) thi a song song voi (P).
d) Néu a va b song song véi (P) thi a song song véi b.
4.17. Cho hai tam giac ABC va ABDkhéng cling nam trong mét mat phang. Goi M, N lan luot
la trung diém cla cac canh AC, AD.
a) Budng thédng AM cé song song véi mat phang (BCD) hay khéng? Hay giai thich tai sao.
b) Budng thang M cé song song v&i mat phang (BCD) hay khéng? Hay giai thich tai sao.
4.13. Cho tir dién SABCD. Goi M, N lan luot la trqng diém clia hai canh BC, CD. Churing minh
rang dwong thang BD song song voi mat phang (AMN).

4.19. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh thang (AB // CD). Goi E la mét diém ném gitra
S va A. Goi (P) la mat phang qua E va song song voi hai duwong thang AB, AD. Xac dinh
giao tuyén cua (P) va cac mat bén cua hinh chép. Hinh tao béi cac giao tuyén la hinh gi?

4.20. Ban Nam quan sat thay du clra ra vao duwgc mé & vi tri nao thi mép trén clia clra luén
song song v&i mét mat phang cé dinh. Hay cho biét dé la mat phang nao va giai thich
tai sao.

B



HAI MAT PHANG SONG SONG

THUAT NGU KIEN THU'C, Ki NANG
« Hai mat phing song song { « Nhan biét hai mat phang song song trong khéng gian.
« BPinh li Thalés trong « Giai thich diéu kién dé hai mat phang song song.

khéng gian « Giai thich tinh chat co ban vé hai mat phang song song.
* Hinh lang tru - Giai thich dinh li Thalés trong khéng gian.
* Hinh hop « Giai thich tinh chat co ban cta hinh lang tru va hinh hop.

- M& ta mét s6 hinh anh trong thurc tin c6 lién quan dén hai mat
phang song song trong khéng gian.

Céac dau bép chuyén nghiép ludn cé ki nang dung dao diéu
luyén dé thai thirc &n nhuw rau, cu, thit, ca. ... thanh cac miéng
déu nhau va dep mat. Cac nhat cat can tuan thi nguyén tac
gi dé dat dugc diéu do?

1. HAIMAT PHANG SONG SONG

)le. Cac mat bac thang trong Hinh 4.40 goi nen hinh anh
vé cac mat phang khéng co6 diem chung. Hay tim thém mat
sb vi du khac cling goi nén hinh anh dé.

Hai mat phéng (o) va (p) duoc goi la song song voi nhau
néu chung khéng cé diém chung, ki hiéu (a) / (B) hay

(B) /(o).
N
L
Ruéng béac thang co cac mét_
béc thang goi nén hinh anh vé
A cac mat phang song song.

Nhan xét. Néu hai mat phang (o) va (p) song song v&i nhau
va duong thang d nam trong (a) thi d va (B) khéng co diém
chung, tirc la d song song vai (B). Nhu vay, néu mét duong
thang ndm trong mét trong hai mat phang song song thi

dwong thdng do song song véi méat phang con lai.
\1]

Trong hinh anh m& dau, cac nhat cat cé tao thanh cac ’ B g
mét phang song song hay khong? Thilp nybidng Pisa o ¥ &3
cdc mét san & moi tang

khéng song song véi mat dat.




2_PIEU KIEN VA TiNH CHAT CUAHAIMAT PHANG SONG SONG

3 BB2. Cho mét phang (o) chira hai dwéng thang cat nhau a, b
va a, b cling song song v&i mét phang (B) (H.4.41).

Néu (o) va (B) cét nhau theo giao tuyén c thi hai dwong
thang a va ¢ co song song voi nhau hay khong, hai duong
thang b va ¢ c6 song song v&i nhhau hay khong?

Héy rut ra két luan sau khi tra 161 cac cau hai trén.

| Néu mat phang (a) chira hai duong thang catnhau va hal ’
dudng thang nay song song v6i méat phang (B) thi (o) va
(B) song song V@i nhau.

.,u
@ Néu khéng cé diéu kién “hai dwong thang cét nhau” thi
khang dinh trén con dung khéng?

) vi du 1. Cho hai hinh binh hanh ABCD va ABEF khdng cung
nam trong mét mat phang. Ching minh rang mat phang
(BCE) song song voi mat phang (ADF) (H.4.42).

Giai
Vit giac ABCD la hinh binh hanh nén BC /I AD, suy ra
BC /I (ADF).

Vit giac ABEF l|a hinh binh hanh nén BE // AF, suy ra
BE /1 (ADF).

Mat phéng (BCE) chira hai duéng thang cat nhau BC va BE
cling song song v6i méat phang (ADF) nén mét phang (BCE)
song song voi mat phang (ADF).

3 Luy@n tdp 1. Trong khong g|an chobén diém A, B, C, Dkhong
ddng phéng. Qua diém A vé hai duong thadng m, nlan ot
song song Vv&i hai duwéng thang BC, BD. Chirng minh rang
mp(m, n) song song v&i mat phang (BCD).

3 van dung 1. M6t chiéc ban c6 phan chan la hai khung sét
hinh chi® nhat co thé xoay quanh mét truc nhu trong
Hinh 4.43. Khi mat ban dugc dat 1én phén chan ban thi
mat ban luén song song vai méat dat. Hay giai thich tai sao.

» 1oz, Dat mét tam bia cirng 1€n mét goc clia méat ban nam
ngang (H.4.44) sao cho mat bia song song vd&i mat dat. Khi
doé mat bia c6 trung véi mat ban hay khéng?

| Qua mét diém ndm ngoai mét mat phang cho trudc |
c6 mét va chi mét mat phang song song véi mat phang
| dé cho. )
@ Néu hai méat phang phan biét cung song song véi mét
phéng thir ba thi hai mét phang doé cé song song va&i nhau

hay khéng? Vi sao?

LS
o
-
-
B ="

Hinh 4.41

Hay nhac lai cac tinh chat
clia dwéng thang song song
voi mat phang da dwoc hoc
o Bai12.

Hinh 4.42

Hinh 4.44
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3 vidu 2. Cho hinh chép S.ABCD. Goi M, N, P, Q lan luot |a

trung diém cla céac canh SA, SB, SC, SD (H.4.45). Ching
minh rang hai mat phang (MNP) va (NPQ) cung song song
v6i mét phang (ABCD), tir @6 suy ra bén diém M, N, P, Q
ddng phéng.

Giai

Vi M, N la trung diém cta SA, SB nén MN la dwdng trung
binh cta tam giac SAB. Do d6, MN // AB va suy ra MN song
song v&i méat phang (ABCD). Twong tu, NP cling song song
vGi mat phang (ABCD). Vay mét phdng (MNP) song song
vGi mét phang (ABCD). Lap luan tuong tu ta ¢ mat phang
(NPQ) cling song song v&i mat phang (ABCD).

Hai mat phang (MNP) va (NPQ) cung di qua diém N va cing
song song Vv&i mat phang (ABCD) nén hai mat phang doé
trung nhau, ttrc 1a bén diém M, N, P, Q déng phang.

3 Luyén tp 2. Cho hinh chép S.ABCD. Goi M, N, P, Q lan

lwot 1a cac diém thudc cac canh SA, SB, SC, SD sao cho

MA.NB PC. GO Churng minh réng bén diém M,
MS NS PS QS 2
N, P, Q déng phéng.

3 upa. Cho hai mat phang song song (P) va (Q). Gia st

mat phang (R) cat mat phang (P) theo giao tuyén a (H.4.46).
a) Chirng minh rang mat phang (R) cat mat phang (Q).

b) Goi b la giao tuyén clia hai mat phang (R) va (Q). Hai
dudng thang a va b co thé chéo nhau hay khéng, co thé
cat nhau hay khéng?

(cho hai mat phang song song. Néu mét mat phérgcgit:\l
mat phang nay thi cling cat mat phang kia va hai giao
| tuyen song song v&i nhau.

$ Vidu3. Trong Vi du 2, goi E, Flan lwot 1a cac diém thudc cac
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canh AB, CD (H. 4.47). Xac dinh giao tuyén cla mat phang
(MEF) va méat phang (MNPQ).

Giai

Trong Vi du 2, ta d& chirng minh dugc hai méat phang
(MNPQ) va (ABCD) song song v&i nhau. Vi vay hai giao
tuyén clia méat phang (MEF) véi hai mat phang (MNPQ)
va (ABCD) song song v&i nhau. Trong mat phang (MEF),
qua M vé dudng thang song song v6i EF cat PQ tai G thi
dwong thang MG |a giao tuyén clia hai mat phang (MEF) va
(MNPQ).

Hinh 4.45

Hinh 4.47



P Luyén tp 3. Trong Vi du 3, hay xac dinh giao tuyén clia mét phang (EMQ) va mat phang

(ABCD).

3.DINH LI THALES TRONG KHONG GIAN

2 uos. Cho ba mat phéng (P), (Q) va (R) déi mét song song.
Hai dwéng thang phan biét dva d' cét ba méat phang lan luot
tai A, B, Cva A, B', C'(C khac C'). Goi D la giao diém cua
AC'va (Q) (H.4.48).

a) Cac cap duong thang BD va CC', B'D va AA' co song
song voi nhhau khéng?
b) Cactiss AB AD 4, A'B
BC DC' B'C’
Két qua sau con dugc biét @én nhu dinh li Thalés trong
khong gian.

c6 bang nhau khéng?

" Ba mat phang ddi mot song song chan trén hai cat tuyén_“@
_phan biét bét ki nhi*tng doan thang twong teng ti 1€, |

I . AB BC AC
Trong Hinh 4.48 ta co 2B - BC _ AC

3 vidua. Cho hinh ¢ dién SABC. Trén canh SA lay cac diém
A,A,sao cho AA = 2:4TA. Goi (P) va‘i‘(Q) la hai mat phang
song song voi mat phang (ABC) va lan luot di qua A, A,
Mat phang (P) cét cac canh SB, SC lan Iwot tai B,, C,.
Mat phang (Q) cét cac canh SB, SC lan luot tai B, C,
(H.4.49). Chtng minh B B,= 2B.B va C,C,= 2C,C.

Giai

Ap dung dinh li Thalés cho ba mat phang déi mét song song
(P), (@), (ABC) va hai cat tuyén SA, SB, ta c6 AAE_A ) %.
ViAA =2AAnénBB = 2B B, 1 ]
Twong tuw v6i hai cat tuyén SA, SCsuyra C,C,= 2C,C.

P Luyén tip 4. Trong HD5, cho AB :12 cm, BC =4 cm va
A’B’ = 3 cm. Tinh d6 dai cua doan thang B'C’.

4.HINHLANG TRU VA HINHHOP

o‘/ \o"
A/
AN
A==/
[ PN}
AT—c/
I Hinh 4.48 :

Nhac lai d]nij li Thales trong
hinh hoc phang.

2 ue6. Cac hinh anh dudi day co dac diém chung nao voi hinh lang tru diing tam giac ma em

dahoc & lop 77

-?wb'i‘ms @, |

91



(Cho hai mat phang song song (o) va (o). Trén (o) cho

da giac 16i A,A,...A,. Qua cac dinh A, A, ..., A, Vé cac
dudng thédng déi mét song song va cat mat phang (o) tai o
A" A", .. A HinhgémhaidagiacAA, A A A, A"
va cac tir giac AA'AA, AAAA, .. AA'A'A duoc

goi la hinh lang tru va ki hiéu la AA,..A A'A" . A

(H.4.50).

« CacdiémA, A, ... A vaA A, .. A duoc goila
cac dinh, cac doan théng A,A',, AA, ..., AA' duoc
goi la cac canh bén, cac doan théng AA, AA, ..,
AA vaA A, AA, ... AA, dugc goi la cac canh
day cua hinh lang tru. Hinh lang tru cé day la tam

+ HaidagiacAA, A VvaA A, A dugcgoilahaimat |  g5G uc 99 B A Ehe
day cla hinh lang tru. c6 day la tir giac duoc goi la
goi la cac mat bén cla hinh lang tru.

n

11}
Hay giai thich tai sao cac mat bén cla hinh lang tru la
hinh binh hanh, tir d6 suy ra cac canh bén déi mét song
song va cé dé dai bang nhau.

Chii y. Tén cla hinh lang tru dwoc goi dya theo tén cla
da giac day. B

3 Vi du 5. Cho hinh léng tru tam giac ABC.A'B'C'. M6t mat c
phéng song song véi mat day cla hinh lang tru cat cac canh
bén clia hinh l&ng tru 1an lvottai A", B", C" (H.4.51). Chiing

minh réng ABC.A"B"C" |a hinh lang tru. il e i .
Giai '\?\ cr
Vi cac canh bén clia hinh lang tru ABC.A'B'C' déi m6t song _--""\

song nén AA" BB" CC" déi mét song song. M&t phang — A'ks .
la hinh lang tru. Hinh 4.51

% Luyén tdp 5. Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C'. Goi M va M' lan luot |a trung diém cla
BC va B'C'. Chitng minh rang AMC.A'M'C' |a hinh lang tru.

3 o7, Hinh anh nao trong HD6 goi nén hinh anh vé hinh lang tru cé day |a hinh binh hanh?
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' Hinh lang tru tr giac ABCD.A'B'C'D' ¢é hai day la hinh ) Binn do) elen euahinh
. ; e . hép |a hai dinh khéng cung
binh hanh duwoc goi la hinh hop. hise BAE k) midt #ag ohd
— Caccap diém AvaC',BvaD', CvaA' DvaB'duoc | hinh hop. Hai mat dé_i dién
goi la cac dinh d@éi dién clia hinh hép. cia hinh hop' 1a hai mat
i khéng co diem chung.
— Cac doan thang AC', BD', CA'va DB'duoc goi la cac |
dudng chéo cla hinh hép.
— Cac cap t giac ABCD va AB'C'D, ADD'A'va BCC'B',
ABB'A' va CDD'C' dwoc goi la hai mat déi dién cla |
hinh hop.

‘» vidu 6. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D' (H.4.52). Chirng minh
rang cac duong chéo AC', BD', CA'va DB' cla hinh hép
cling di qua frung diém clia méi dwdng.

Giai [
Déy ABCD clia hinh h6p 12 hinh binh hanh nén AD/ BCva | F==-%._
AD=BC. Mt bén BCC'B' clia hinh hép 1a hinh binh hanh nén Ad N b
BC // B'C' va BC = B'C'. Vay AD// B'C'va AD = B'C', suy ra ,

ADC'B'la hinh binh hanh. Tir @6 AC' va DB' cét nhau tai trung t
diém ctia méi dudng. Tuong tw AC'va BD', AC'va CA'ciing
cat nhau tai trung diém clia méi dwong. Vay bon duong chéo Hinh 4.52
cla hinh hdp cung di qua trung diém cla méi dudng.

3 Luyén tip 6. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’. Chitng minh rang hai mét phang (ADD'A') va
(BCC'B') song song va&i hhau.

Nhan xét. Tl Vi du 6 va Luyén tép 6, ta co:
— Céc dudng chéo clia hinh hép clung di qua trung diém cla méi dwong;
— Céac mat ddi dién clia hinh hdp song song véi nhau va co thé coi la hai day cta hinh hép.

'» vin dung 2. Dé xac dinh muc nudc frong mét chiéc bé co
dang hinh hép, bac Ha dat mét thanh go du dai vao trong
bé sao cho mét dau cua thanh go dwa vao mép cua nap
bé, dau con lai ndm trén day bé (H.4.53). Sau d6 bac Ha
rat thanh gé ra ngoai va tinh ti 1€ giCta d6 dai cla phan
thanh g6 bi ngdm trong nwdc va dé dai clia ca thanh gé.
Ti 1& nay chinh bang i 1& gitba mwe nwdc va chiéu cao cla bé.
Hay giai thich vi sao.

Hinh 4.53

BAITAP

4.21. Trong khéng gian cho ba mat phang phan biét (P), (Q), (R). Nhitng ménh dé nao sau
day la dung?
a) Néu (P) chira mét duwdng thang song song Vi (Q) thi (P) song song véi (Q).
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b) Néu (P) chira hai dwéng thang song song véi (Q) thi (P) song song Voi (Q).
c) Néu (P) va (Q) song song Véi (R) thi (P) song song Vvéi (Q).
d) Néu (P) va (Q) cat (R) thi (P) va (Q) song song v&i nhau.

4.22. Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C". Goi M, N, P lan Iwot la trung diém clia cac canh
AA', BB CC'. Chirtng minh rang mét phang (MNP) song song véi mat phang (ABC).

4.23. Cho hinh thang ABCD c6 hai day AB va CD. Qua cac diém A, D 1an luot vé cac dudng
thang m, n song song véi nhau va khéng nam trong mat phang (ABCD). Ching minh rang
mp(B, m) va mp(C, n) song song voi nhau.

4.24. Cho hinh i dién SABC. Trén canh SA lay cac diém A, A, sao cho AA, = A A,=A,S.
Goi (P) va (Q) Ia hai mé&t phang song song v&i mat phéng (ABC)valan luot diqua A, A,
Mét phang (P) cat cac canh SB, SC lan luot tai B,, C,. Mat phang (Q) cat cac canh SB,
SC lan lwot tai B,. C, Chirng minh BB.=B B,=B,SvaCC =C.C,=C,S.

4.25. Cho hinh lang tru t&r giac ABCD.A'B'C'D'. Mét mat phang song song véi mat phang
(A'B'C'D') cat cac canh bén cua hinh lang tru lan luot tai A", B", C", D". Hoi hinh tao bdi
cac diém A, B, C, D, A", B" C", D"la hinh gi?

4.26. Cho hinh lang tru tam giac ABC.A'B'C'. Goi Gva G'lan lugt la trong tdm cla hai tam
giac ABCva AB'C..

a) Chirng minh rang t&r giac AGG'A' 1a hinh binh hanh.
b) Chirng minh rdng AGC.A'G'C'la hinh l&ng tru.

4.27. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D'. M6t mat phang song
song véi mat bén (ABB'A") clia hinh hép va cat cac canh
AD, BC, AD', B'C'lan lugt tai M, N, M', N' (H.4.54).

Ching minh réng ABNM.A'B'N'M' 1a hinh hop.

Hinh 4.54

4.28. Cau thang xuong cé la dang cau thang c6 hinh dang tuong tu nhu nhitng dét xuwong
ca, thudng cd nhitng bac cau thang véi khoang md 16n, tao duoc sy nhe nhang va
thoang dang cho khéng gian séng. Trong Hinh 4.55, phan mép cla méi bac thang nam
trén twdng song song véi nhau. Hay giai thich tai sao.

Hinh 4.55
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PHEP CHIEU SONG SONG

THUAT NGU' | KIEN THU'C, Ki NANG
+ Phép chiéu song song | * Nhan biét khai niém va tinh chat co ban vé& phép chiéu song song.
- Hinh chiéu - Xac dinh anh ctia mét diém, mét doan thang, mét tam giac, mét
« Phuwong chiéu dudng tron qua phép chiéu song song.
« Hinh biéu dién « V& hinh bieu dien cua mét s6 hinh khoi don gian.
« M6 ta mét s6 hinh anh trong thuc tién co lién quan dén phép
chiéu song song.

Trong bong da, cong nghé Goal-ine duoc '
str dung dé xac dinh xem bong da hoan
toan vugt qua vach véi hay chua, tr do
gitp trong tai dwa ra quyét dinh vé mét
ban thang cé dugc ghi hay khéng. Yéu té
hinh hoc nao cho ta biét qua béng da
vuet qua vach véi hay chua?

Mét ban thiang duoc ghi.

1. PHEP CHIEU SONG SONG

2 mo1. Mét khung clra sé ¢ dang hinh tron voi cac chan song tao thanh hinh vuéng ABCD,
hai duong cheo cla hinh vuéng cat nhau tai O. Duéi anh mét troi, khung ctra va céc chan
song d6 bong Ién san nha (H.4.56a). Quan sat hinh vé va tra 16i cac cau héi sau:

a) Cac dudng thang néi méi diém A, B, Cvéi béng A’ B, C'co d6i mét song song hay khéng?

b) Lam thé nao d& xac dinh dugc béng db trén san nha cla méi diém trén khung ctra s6?

1 1
1 | | | 1 '@ | |
1

|

T ™
.,

b

I I I

1 1 1

1 1 1

h 1 | 1 |
| Y

Toal | |

o C

Hinh 4.56




i !

Cho mat phang (o) va dwéng thang A cét (o). V&i méi diém M trong khéng gian ta xac

dinh diém M' nhu sau:

« Néu M thudc A thi M'la giao diém cla (o) va A.

« Néu M khéng thudc A thi M'la giao diém cla (o) va dudng thang qua M song song Voi A.
Piém M' duoc goi la hinh chiéu song song ctia diém M trén mat phang (o) theo phuong A.
Phép dat trong trng méi diém Mvai hinh chiéu M'cliané duoc goi la phép chiéu song song

P

|én (o) theo phuong A.
| Mat phang () dwoc goi la mét phang chiéu, phuong A duec gei la phuong chiéu.

XY

@ Trong HP1, lam thé nao dé xac dinh duoc bong cua toan bé song clra CD trén san nha?

| Cho hinh Z6. Tap hop Z6' cac hinh chiéu M' cla cac diém M thudc Z6 qua phép chiéu
' song song dugc goi la hinh chiéu clia 76 qua phép chiéu song song do.

i Bong db cda ngudi ban hang rong
duoi anh mat troi trén dudng phdé Héi An

Hinh chiéu ctia hinh chir “A

Chuy. Néu mét dwong thang song song véi phwong chiéu thi hinh chiéu cla duéng thang
dé la maét diem. Ké tir day, néu khong naéi gi thém ta chi xét cac phép chiéu ma phuong chiéu

khéng song song va&i méat phang chiéu.

‘B vidu1i. Cho hinh lang tru tam gidac ABC.AB'C'".

a) Xac dinh hinh chiéu cta diém A trén mat phing (A'B'C)
theo phuwong CC'. M B,
b) Goi M 1a mét diém thudc doan thang AB. Xac dinh hinh A 7 ," c
chiéu clia M trén mat phang (A'B'C') theo phuwong CC'. ! :
Giai (H.4.57) P
a) Vi ABC.AB'C'la hinh lang tru nén AA'// BB'// CC'. Vi A’ ' :
thuéc mat phang (A'B'C') nén A'la hinh chiéu clia A trén f ;'
maét phang (A'B'C') theo phuong CC', g o
. M .-=Tg "~
b) Trong mat phang (ABB'A") vé MM' // AA' v6i M' thudc AB' abi--=" 8 "~ e
thi MM' // CC'. Vi M'thuéc mét phang (A'B'C') nén M'la hinh
Hinh 4.57

chiéu clia M trén mat phéang (A'B'C') theo phwong CC'.
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3 Luyén tp 1. Cho hinh hép ABCD.EFGH (H.4.58). Xac dinh
hinh chiéu clia diém A frén mat phang (CDHG) theo phuong
BC va theo phuong BG.

® vandung 1. Trong hinh dnh mo dau, khi mét ban thang duoc | _Moeeaae- G
ghi thi hinh chiéu ctia qua bong trén mat dat theo phuong 2| .-~ +
thang dirng cé vi tri nhu thé nao vaéi vach véi?

Hinh 4.58

2. TiNH CHAT CUA PHEP CHIEU SONG SONG
? wo2. Quan sat Hinh 4.56a va tra |6 cac cau hoi sau:
a) Hinh chiéu O' clia diém O c6 nam trén doan A'C' hay khéng?
b) Hinh chiéu clia hai song clra AB va CD nhu thé nao véi nhau?
¢) Hinh chiéu O' clia diém O c6 phai la trung diém cla doan A'C' hay khéng?

Ta cé cac tinh chét sau clia phép chiéu song song:

P Phép chiéu song song bién ba diém thang hang thanh ba diém thang hang va khéng
lam thay dai tht tur ba diem d6. Phep chiéu song song bién duwrong thang thanh duong
thang, tia thanh tia, doan thang thanh doan thang.

« Phép chiéu song song bién hai dwéng thang song song thanh hai dwong thang song
sonhg hoac trung nhau.

- Phép chiéu song song gitr nguyén ti s6 d¢ dai clia hai doan thang cung nam trén mét
duong thang hoac nam trén hai duwong thang song song.

Hinh 4.59
\" = - -
Hinh chiéu cua hai dwong thang cat nhau co phai la hai
dudng thang cat nhau hay khéng?

3 Vidu 2. Cho hinh binh hanh ABCD va goi A'B'C'D' la hinh

Giai

chiéu cia ABCD trén mat phang (P) theo phuong d (H.4.60). d B ,C
Chtrng minh rang tir giac A'B'C'D' la hinh binh hanh. /,q 0
D

la C'D". Twong tw A'D' song song vai B'C'.
Tw giac AB'C'D'c6 AB'// C'D'va A'D'// B'C'nén nd la hinh ne
binh hanh. Hinh 4.60

Vi ABCD la hinh binh hanh nén AB song song voi CD, do do 7 —
hinh chiéu clia AB la A'B' song song véi hinh chiéu clia CD [ C

G



3 Luyén tip 2. Ching minh rang hinh chiéu song song clia mét
hinh thang la mét hinh thang (H.4.61).

3 Vi du 3. Cho tam giac ABC c6 M la trung diém cta BC. M6t
phép chiéu song song bién tam giac ABC thanh tam giac
A'B'C', bién M thanh M' Chirng minh rang A'M' la dudng
trung tuyén cla tam giac A'B'C' (H.4.62).

Giai
Vi M & trung diém ctia BC nén B, M, C thang hang theo thir

tw dova % =1.Dovay B', M', C'thang hang theo thir tw d6

va iM =1, trc 1a M'1a trung diém cua B'C'. Vay A'M' |a

fo_

dudng trung tuyén cla tam giac AB'C'.

® Luyén tip 3. Mot phép chiéu song song bién tam giac ABC
thanh tam giac A'B'C'". Chirng minh rang phép chiéu do bién
dwdng trung binh cuia tam giac ABC thanh duéng trung binh Hinh 4.62
cla tam giac A'B'C".

3.HINH BIEU DIEN CUA MOT HiNH KHONG GIAN

»2. Trong ba hinh dwdi day, hinh nao thé hién hinh 1ap phwong chinh xac hon?

AL RN R

a) b) c)
Hinh 4.63
Tw dau chuwong, ta thwong minh hoa cac hinh t& dién, hinh lap phuwong, hinh lang tru,...

bang cac hinh vé trén giay. Cac hinh vé nay déu tuan theo mét nguyén téc nhat dinh va
chung dwoc goi la hinh biéu dién cla hinh khéng gian trén mat phang.

; Hinh biéu dién clia mét hinh trong khéng gian Ia hinh chiéL{ song song cua hinh do trén
| mét mat phang theo mét phwong chiéu nao do hoac hinh dong dang voi hinh chiéu do. |

A1)
Quan sét hinh anh khung clra sb trong Hinh 4.56a va cho biét hinh biéu dién cla hinh
tam giac, hinh vuéng, hinh tron la hinh gi?
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Khi hinh phang nadm trong mat phang khéng song song voi

phuwrong chiéu thi hinh biéu dién cla hinh phéng d@6 cé cac i o Sy 2
tinh chét sau: %,
i o | L= - o o e 2 7 % 52 \ ’j@(f
— Hinh biéu dién cua mét tam giac (can, déu, vuéng) lamét _, D)
tam giac; B
— Hinh biéu dién cla hinh vuéng, hinh chit nhat, hinh thoi, N zl
hinh binh hanh la hinh binh hanh; : <N
— Hinh biéu dién cua hinh thang ABCD voi AB // CD la mét 3 -:-|: \
hinh thang A'B'C'D'véi AB'// C'D'thoaman 22 - A B . e
Gh &P

— Hinh biéu dién cta hinh tron 1a hinh elip.

Hinh chiéu bang, hinh chiéu ding, hinh chiéu canh
ctia mot vat theé (mén Céng nghé 8 va Céng nghé 10)
chinh I1a hinh biéu dién cta vat thé dé.

3 vidu 4. V& hinh biéu dién cla hinh lang tru ABCD.A'B'C'D'
co mat day ABCD la hinh thang, AB song song voi CD va
AB=2CD.

Giai

Hinh lang tru ABCD.A'B'C'D" c6 cac mat bén [a hinh binh
hanh nén hinh biéu dién clia n6d cling c6 cac mat bén la hinh
binh hanh. Hinh thang ABCD cé hai day AB, CDva AB=2CD
nén hinh biéu dién clia ABCD |a mét hinh thang cé d6 dai
mét day gép hai l1an d6 dai cta day con lai. T d6, ta vé
dwoc hinh biéu dién cla hinh lang tru ABCD.A'B'C'D' nhu Hinh 4.64
Hinh 4.64.

'} Luyén tip 4. V& hinh biéu dién clta hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh binh hanh.

'} Van dung 2. Phép chiéu song song c6 thé dwoc st dung dé vé dang ndi (hay dang 3D) clia
chir cai nhu trong hinh dwéi day. Theo phurong phap dé hay vé dang ndi ciia mét s chir céi
quen thuéc nhw L, N, T, ...

) 724 <
UL NN SR
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BAITAP
4.29. Nhitng ménh dé nao trong cac ménh dé sau day la dung?
a) Phép chiéu song song bién doan thang thanh doan thang.

b) Phép chiéu song song bién hai dwdng thang song song thanh hai duéng thang
cat nhau.

c) Phép chiéu song song bién tam giac déu thanh tam giac can.
d) Phép chiéu song song bién hinh vuéng thanh hinh binh hanh.
4,30. Néu tam giac A'B'C'la hinh chiéu clia tam giac ABC qua mét phép chiéu song song thi

tam giac ABC cé phai la hinh chiéu cua tam giac A'B'C' qua mét phép chiéu song song
hay khéng? Giai thich vi sao.

4.31. Phép chiéu song song bién tam giac ABC thanh tam giac A'B'C'. Chirng minh réng
phép chiéu d6 bién trong tam clia tam giac ABC thanh trong tam clia tam giac A'B'C'.

4.32. Hinh 4.65 cé thé |a hinh biéu di&én cia mét hinh luc giac déu hay khéng? Vi sao?

A B
F \/ﬁ’\/ C
& D
Hinh 4.65

4.33. V& hinh biéu dién cla hinh chop S.ABCD cé day
ABCD la hinh thang, AB song song voi CD va AB = 2 cm,
CD=6cm.

4.34. Trong hinh bén, AB va CDla béng clia hai thanh chén
clia mét chiéc thang dwdi anh mat troi.

Hay giai thich tai sao AB song song véi CD.
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o Em co biét? e

Phép chiéu song song duoc str dung chi yéu trong cac ban vé ki thuat vi phép chiéu
nay thé hién dung fi 1€ kich thudc trén vat thé. Tuy nhién, phép chiéu song song khéng
thé hién dung nhirng gi ma mat nguoi quan sat dugc, vi du nhu phép chiéu song song
khéng thé hién dung luat xa gan: déi véi cac vat thé co cung kich thudce, vat thé & gan
phai 1én hon, véat thé & xa phéai nhd hon. Vi vay, trong nhiéu trieéng hop, phép chiéu
song song khéng thé hién dung dé cao, 6 sau cua ddi tvong trong thue té va tao ra ao
giac cho nguwoi xem. Bang cach khai thac nhitng @o giac nay, Maurits Cornelis Escher
va Roger Penrose da dua ra nhitng hinh anh vé cac “vat thé bat kha thi" (impossible
objects) — céc vét thé khong ton tai trong thue té. “Thac nwdc Escher” va “Céau thang
Penrose” la hai vi du vé cac vat thé nhu vay.

Thac nuorc Escher Ca':u fhang Penrose

Pé khéc phuc nhitng han ché clia phép chiéu song song, ngudi ta sir dung phép chiéu
xuyén tam (hay phép chiéu phéi canh) ma & dé luat xa gan dugc dam bao. Phép chiéu
xuyén tam voi tam C l1én mat phang chiéu (P) (khéng di qua C) cho twong trng méi
diém M trong khéng gian vai diém M'la giao diém cla CM va (P). Phép chiéu xuyén
tam bién dudng thang thanh dudng thang.

Khi nhin hai dirdng ray xe lira ta co cam gidc
chung “cat nhau & xa voé tan”
Néu (Q) la mot mét phang cat mét phang (P) theo giao tuyén d thi phép chiéu xuyén
tam bién cac dudng thang song song nam trong mat phang (Q) va khéng song song
véi d thanh cac dudng thang déng quy. Khi do, diém dong quy nam trén giao tuyén v
clia (P) va mat phang qua C song song vai (Q). Giao tuyén nay con dugc goila “dudong
thang vé tan" hay “dwdng chan tréi” trong héi hoa. Tinh chét nay clia phép chiéu xuyén
tam giai thich tai sao khi vé& phéi canh, cac duong thang song song trong thuc té va
hudng vé phia ngudi vé lai co xu huéng cat nhau tai mét diém & “xa vé tan".
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BAI TAP CUOI CHUGNG IV

A-TRACNGHIEM

4.35. Cho duong thang a song song véi mat phang (P). Mat phang (Q) chira dwédng thang
ava cat mat phang (P) theo giao tuyén la duong théng b. Vi tri trwong @i clia hai dwong
thdng a va b la

A. chéo nhau.
E. cat nhau.

C. song song.
D. trung nhau.

4.36. Cho hinh chop S.ABCD cé day ABCD |a hinh binh hanh. Goi M la trung diém clia canh
SD. Pbuong thang SB song song voi mat phang
A, (CDM), B. (ACM). C. (ADM). D. (ACD).
4.37. Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D'. Mat phang (AB'D') song song véi mat phang
A. (ABCD).
B. (BCCBY).
C. (BDA)).
D. (BDC)).
4.38. Cho ba mat phang (P), (Q), (R) d6i mét song song voi nhau. Pudng thang a cét cac
mat phang (P), (Q), (R)lan luottai A, B, C sao cho % - % va duong thang b cét cac mat

phang (P), (Q), (R) lan lugt tai A, B, C'. Ti s6 g,—g_ bang

A E B. 1 =
3 2
4.39. Cho hinh chép S.ABCD cbé day ABCD la hinh binh hanh. Goi M, N lan luot la
trung diém cla cac canh SB, SD; Kla giao diém cla mat phang (AMN) va duéng thang SC.
: SK

D.

N | w
| N

Ti sé =— bang
SC
1 1 1 2
A —. B. —. = D. —.
2 3 4 3

4.40. Cho hinh hgp ABCD.A'B'C'D'. Goi M, M' lan Iwot |a trung diém clia cac canh BC, B'C'.
Hinh chiéu cla AB'DM qua phép chiéu song song trén (A'B'C'D') theo phuwong chiéu
AA'la
A ABA'M. B.ACDM. C. ADMM' D. ABD'M.




B - TU LUAN

4.41. Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD la hinh thang, AB // CD va AB < CD. Xac dinh
giao tuyén cla hai mat phang sau:
a) (SAD) va (SBC).
b) (SAB) va (SCD):
¢) (SAC) va (SBD).

4.42. Cho hinh lang tru tam giac ABC.AB'C'. Goi M, N, P lan Iwot la trung diém clia cac canh
AB, BCva AA".
a) Xac dinh giao diém clia mét phang (MNP) véi duwdng théng B'C.

i

b) Goi K la giao diém clia mat phang (MNP) véi duong thang B'C. Tinh fi sb %

4.43. Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD |a hinh binh hanh. Trén canh SC va canh AB lan
lwot lay diém Mva N sao cho CM = 2SM va BN = 2AN.

a) Xac dinh giao diém K clia mét phang (ABM) v&i dwéng thang SD. Tinh 1i sb %
b) Ching minh rang MN // (SAD).
4.44. Cho hinh chép S.ABCD cé day ABCD |a hinh binh hanh. Goi G, K lan lwgt la trong tam

cla céc tam giac SAD, SCD.

a) Chirng minh rang GK // (ABCD).

b) M&t phang chita dudng thdng GK va song song voi mat phang (ABCD) cat cac
canh SA, SB, SC, SDlan luot tai M, N, E, F. Chutrng minh réng tir giac MNEF la hinh
binh hanh.

4.45. Cho hinh hép ABCD.AB'C'D'. Goi M, N lan luvotla trung diém clia canh AD, AB'.
Chirng minh rang:

a)BD/B'D', (A'BD)// (CB'D'") va MN // (BDD'B");

b) Puéng thang AC' di qua trong tam G clia tam giac A'BD.
4.46. Cho tlr dién ABCD. Trén canh AB lay diém M sao cho BM = 3AM. Méat phang (P) di qua

M song song voi hai duong thang AD va BC.

a) Xac dinh giao diém K clia mét phang (P) vdi dudng thang CD.

b) Tinh ti s& E

CD
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CHUONG V

GIOI HAN.
HAM SO LIEN TUC

Chuong nay trinh bay khai niém gi¢i han cla day sb, cua
ham sb va mét sé dinh li, quy tac tim gi¢i han. Chuing la co
so cho viéc nghién cu cac noi dung khac cua Giai tich va
cho phép giai quyét nhleu bai toan clia khoa hoc va thuc
tién. Khai niém ham sé lién tuc va mét vai tinh chat don
gian clia chung duoc trinh bay & phén cubi chuong.

THUAT NGU KIEN THUC, Ki NANG

* Gidi han cuia day s « Nhan biét khai niém gi¢i han ctia day sé.

« Cac phép toan gi¢i han | = Giai thich mét sé giéi han co ban.

* Cap sénhan luivé han | « Van dung cac phép toan gidi han détim giéi han cua mét sé day

« Téng cua cap s6 nhan s6 do’t:1 gian. T '
Ui v6 han = Tinh téng,cﬂa mot gép s0 nhén [¥]] vq han va vé_[l dung duoc két

qua do deé giai quyet mot so tinh hudng thuce tien gia dinh hoac

lién quan dén thure tien.

Nghich li Zeno. Achilles (A-sin, mét nhan vat trong than thoai Hy Lap, dwoc md ta la co
thé chay nhanh nhuw gié) duéi theo mét con rua frén mét duwong thang. Vi tri xuat phat cla
Achilles la A,, cach vi tri xuét phat R, cua rua mét quang duong cé chiéu dai la a (H.5.1).
Zeno i luan rang mac du chay nhanh hon nhung Achilles khéng bao gid duéi Kip rua.

A, A, A, A, A A
@ @ @ *—0-0
R, R, R, R R, ..

Hinh 5.1

Thatvay, trwoc tién Achilles phai dén duoc vj tri A,= R, va trong khoang thai gian nay, rua da
di chuyén dén vi tri R.. Sau d6, Achilles phai dén duo’c vitri A,=R,, luc nay rua da di chuyén
dén vi tri R,.... Clr nhu vay, Achilles khéng bao gio dudi kip rua

Zeno (490 - 429 truéc Céng nguyén) la mét triét gia Hy Lap, dén tlr thanh phé Elea (mién
nam nuéc Y ngay nay). Trong sb cac nghich li clia Zeno, nghich li Achilles dudi rua duoc coi
la d& thuc day sur hinh thanh khai niém gidi han, mét céng cu thiét yéu clia toan hoc, duoc
str dung dé nghién clru cac qua trinh lién quan dén sw vé han.



1. G101 HAN HO'U HAN CUADAY SO
3 1o1. Nhan biét diy sé c6 gidi hanla 0

(=)’
—.
a) Biéu dién nam s6 hang dau cua day sb nay trén truc sé.

Cho day s6 (u, ) v6i u, =

b) Bat dau tir s6 hang nao clia day, khoang cach tir u_dén 0 nhé hon 0,012

-
Ta noi day so (u,) co gioi han la 0 khi n dan téi duong v cuc, néu |u,| co thé nho hon
mot s6 duong bé tuy v, ké tr mét sé hang nao do tré di, ki hiéu lim u, =0hay u, —0

n—=+m

khi n — +o.

Pvidui Xétdaysé u, = iz Giai thich vi sao déy sb nay c6 gidi han la 0.
n

Giai

Day s6 nay c6 gi6i han la 0, béi vi |u, | = iz co thé nho hon maot s6 duong bé tuy v khi n dd 16n.
n

Chang han, dé |u,|< 0,0001 tic & lz <107*, ta can n? >10 000 hay n >100. Nhu vay, cac
n

s6 hang clia day ké tir s6 hang thir 101 déu c6 gia tri tuyét déi nho hon 0,0001.
Chui y. Tl dinh nghia day s6 c6 gid¢i han 0, ta c6 cac két qua sau:

o " T . _
* lim — =0 Vvoi k la mot s6 nguyén duong;

n=+x N
« lim ¢"=0néu|g < 1;
A<y oo

« Néu|u,|<v,véimoinz1va lim v, =0thi lim u, =0.

n=+w =+

. 1 n-1
3 Luyén tdp 1. Chirng minh rang lim (1 =0.

n—s+on 30

J 102 Nhan biét day sé cé gi¢i han hitu han

; 1)’ : "
Cho déy s6 (u, ) V6i U, = A o st (v, ) xac dinh bi v, =u, —1.
Tinh lim v,

n—»+0

—an

Tandi day s (u, ) co gidi han la sé thurc akhi ndan téi duong vé cucnéu lim (u, —a)=0,

n—»-too

Ki hi€éu lim u, =a hay u, — akhi n — +x.
=+
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- v 5y ok & ; o i li = a khi va chikhi
D Vidu2. Xét déy so (u, ) véiu, :E_ Chirng minh rang lim u, = 2. lim u,, = a khiva chikhi
n

e fim (u, —a)=0.

Giai Ll
2n+1)-2
T80 i, —2m 21 _p BIHV2T 1 ki sis
n n n
Dovay lim u, =2.
n—>+o0

Chiy. Néu u = c(clahang sb) thi lim u, =c.

=3+
: an t3p 2. Cho dav s6 o 3:2"-1 chi T
'3 Luyén tip 2. Cho day so (u,, ) v6i ”n‘z—n' trng minh rang nLn:q_.u”:S'

% Van dung 1. M6t qua bong cao su dugc tha tir d6 cao 5 m xuéng mot mat san. Sau mai lan
cham san, qua béng nay lén dé cao bang % d6 cao tredc d6. Gia str rang qua bong luén
chuyén déng vuéng goc voi mat san va qua trinh nay tiép dién vo han lan. Gia sir v, 1a
d6 cao (tinh béng mét) clia qua bong sau lan nay Ién thir n. Ching minh réng day sé (v ) co
gioi han la 0.

2. DINH Li VE G101 HAN HO'U HAN CUADAY SO

3 uoz. Hinh thanh quy tic tinh gi&i han

Cho hai day s6 (u,) va (v, ) véi u, =2+1, v, -
n n
Tinhvaso sanh: lim (u, +v,)va lim u, + lim v,.
N->-+x >+ =+
Téng quat, ta co cac quy tac tinh giéi han sau day:
e S EA
a) Néu lim u, =ava lim v, = b thi
T=3-+c0 =+
lim (u, +v,)=a+b; lim (u,-v,)=a-b;
et >t
. . : u, a z
im (u,-v,)=a-b; lim == (néu b=0).
n—+a A—s+ao b
b) Néu u_ >0 v&imoi nva lim u, =a thi
=y
a=0 va lim \fu, =+a.
N=»-+o0 L ‘v,_
o 1 Dé tinh gidi han ctia day s6 dang phan thuc,
) Vi du3s. Tim lim — ta chia 'cé tor thu’q va mau thire cho Iu’SIr thira
n—io 20° —1 cao nhét clia n, réi ap dung cac quy tac tinh
Giai gi®i han.
Ap dung cac quy tac tinh giéi han, ta duoc
: Pt Wi [Tl
: n“+n+1 J n H2 n—y-+30 n n
lim ————= lim = 3 = 5"
n-s+x  2nc —1 Bt 5 = fifii [2 » _2]
n N—>+at : n
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2
D Luyén tip3. Tim lim Y20 +1.

n>+e  N+1

3. TONG CUACAP SO NHAN LUI VO HAN

3 194, Lam quen véi viéc tinh téng vé han

Cho hinh vuéng canh 1 (don vi dé dai). Chia hinh vuéng doé
thanh bén hinh vuéng nhé bang nhau, sau dé t6 mau hinh
vuéng hho goc dudi bén trai (H.5.2). Lap lai cac thao tac nay
vOi hinh vuéng nhoé géc trén bén phai. Gia str qua trinh trén

tiép dién vé han 1an. Goi uy, Us,..., U,,... |an lwot 1a dd dai
canh cta cac hinh vuéng duoc t6 mau.

a) Tinhténg S, =y + Uy +...+ U,.

b) Tim S= lim S,. Hinh 5.2

N—r+os
Cap sb nhan vé han (u, ) c6 cong bdi g v&i |g] < 1 dwgc goi la cap s6 nhan Iui vé han.
Cho cap s6 nhan Iti v6 han (u, ) véi cong béi q. Khi d6

S, =U+l;+...+U, =@.

Vi|gl < 1nén q"” —0 khi n — +x. Do d6, ta co

lim S, = lim e o <He q" 2 et
=3+ no+o| 1—g f= q 1— q
Gi6i han nay dugc goi la téng cla cap s6 nhan |Ui vé han (u, ), va ki hiéu Ia

S=uj+Uy+...+U, +...
Nhu vay

1-q

S=r2 (|q|<1)-ﬂ

n-1
3 vidu 4. Tinh téng 8:1—%+%—%+...+[—1] +...

Giai
Day la téng clia cap sb nhan Ui vé han véi u, =1va q = —%.
Do do

S: = :g_
-q 5 _1] 3
2
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3 vidu 5. Biéu dién sb thap phan vé han tuan hoan 2,222.... dwéi dang phéan sé.
Giai
Tagh 2.222... 225 02+0,02 £ 0002 3.2 2 2210 2210 %2 2109 4.

Day la téng clia cdp s6 nhan Ui vé han véi u, =2, g =10 "' nén

2 e e € E0
1 .--_1_q_1_i_ g'

10

.)l.uvi’;nt:"_lpq.TinhténgS=2+%+£+...+ (.

49 s
3 van dung 2. (Giai thich nghich li Zeno)

Pé don gian, ta gia str Achilles chay vai van téc 100 km/h, van téc cla rua la 1 km/h va

khoang cach ban dau a= 100 (km).

a) Tinh thoi gian t,, t,,..., t,,... twong rng dé Achilles di tir A, @én A,, tr A, dén A,,..., t A,
@GénA ...

b) Tinh tong thoi gian can thiét dé Achilles chay hét cac quang duong A A, AA,, ... A A
..., tc 1a thei gian can thiét @& Achilles dudi kip rua.

n+1’

c) Sai lam trong lap luan clia Zeno la & dau?

4.GIOIHAN VO cuc cUADAY sO

2 uos. Nhan biét giéi han vé cuc

Mét loai vi khuan duwoc nuéi cay voi sb lrgng ban dau la 50. Sau méi chu ki 4 gio, sb lugng
clia chung sé tang gap déi.
a) Du dodn c6ng thirc tinh s6 vi khuan v sau chu ki thi n.

b) Sau bao lau, s6 lugng vi khuan sé vugt con s6 10 0007

f X
- Déy s6 (u, ) dwoc goi la c6 gidi han +»khi n — -+ néu u_ co thé I6n hon mét sé dwong

bat ki, ké tir mét s6 hang nao d6 tré di, ki hiéu lim u, =+ hay u, — -+ khi n — +x.

» Day s6 (u,) duoc goi la co gi6i han —= khi n—+x néu lim (-u, )=+, ki hiéu

lim u, =—o hay u, ——w khi n — +w.

nN—+m

% -

Theo dinh nghfa trén, ta co:
« lim n* =+, voi kla s nguyén duong;

N—+a

« lim q" =+, VOI q > 1.

N—+m
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Lién quan dén gi¢i han vé cuc clia déy sb, ta cd mét sb quy tac sau day:

£ : s g e T o u
« Néu lim u,=ava lim v, =+w (hodc lim v, =—o0)thi lim £ =0.

N—+0 f—+ —+x N— 4+ Vn

£ i ¥ : i y T u
* Neu limuwu,=a>0, limv,=0vav, >0voimointhi lim - =+
f1—+oo R—+20 N—+x Vn
« Néu lim u, =+» va lim v, =a>0thi lim uyv, = +x.

| n—+im n—4e n—»+x

3 Vidu 6. Tinh lim (n® -2n).

Giai

. 2 , 2 ~ . 2 P 2
Tacdbn -2n=n 1—5 . Hon nira hm_.n = 400 Va I|m_ 1—; =1.
Do d6, lim (n? -2n) = +.

n—+m

3 Luyén tp 5. Tinh lim (n—+/hn).

A—+a0
BAITAP
5.1. Tim cac gioi han sau:

2
o lif BERAE b) lim (vn2+2n—n).

n—+x 2”2 +1 , A—s-taci

5.2. Cho hai day s6 khéng am (u,, ) va (v,,) voi lim u, =2 va lim v, = 3.
=300 N=>+x

Tim cac gioi han sau:
2

a) lim . f
n—+o V, —U, : b) lim u.+ 2'1/”_

N—»-to0

5.3. Tim gi6i han cla céac day sé cho bdi:

2
a)un—n A, b)v, =¥2n*+1-n,

T 2n=1

5.4. Viét cac sb thap phan vé han tuan hoan sau day dwdi dang phan sé:
a)1(12) =1121212...; b) 3,(102)=3,102102102...

5.5. M6t bénh nhan hang ngay phai udng maét vién thuéc 150 mg. Sau ngay dau, trudc méi
lan udng, ham lwong thude cli trong co thé van con 5%. Tinh lugng thudce cé trong co
thé sau khi uéng vién thudc cuia ngay thir 5. U'éc tinh lwgng thudc trong co thé néu bénh

nhan s dung thubc trong mét thoi gian dai.

5.6. Cho tam giac vudéng ABC vuodng tai A, co AB= h
va goc B bang o (H.5.3). T Aké AA L BC tir A ké
AA, L AC, sau do lai ké A A, L BC. Tiép tuc qua
trinh trén, ta dwgc duwong gép khucvéhan AA AA,...

Tinh d6 dai duong gap khuc nay theo h va o.

A, A, A,
Hinh 5.3
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7—® Em co biét? @

Day sé Fibonacci va ti lé vang

Ta da biét day Fibonacci cho bdi hé thic
truy hoi: B
Up=Uy =1 Uy =Up 4+Up, 5 _ 111
voi n > 2.
3

Chia hai vé cho u, , va dat v, =—o | | |5

Upq | |
ta co céng thuc

v, =1+

H .
V-1

Day (v, ) co giéi han la mét s6 duong r thoad mén phuong trinh r = 1+%, hay tuong

1+ «/g

b
Pay chinh la t7 Ié vang (golden ratio) dwoc str dung trong kién trac, héi hoa, tén giao, ...
D&y Fibonacci va ti 1& vang cling xuéat hién nhiéu trong thé gidi tw nhién.

dwong r? — r —1=0. Giai phuong trinh nay ta duoc r =

Day sé logistic
Trongsinh thai hoc, ngudi tastr dungdéy ( p, )chobaicongthirctruyhéip,, 4 = kp, (1- p,)
dé mo phong hé sinh thai clia mét loai (déng vat hoac thuc vat), trong d6 p, la ti 1é gitra
sb luong ca thé theo thoi gian va strc chira clia méi trwdng, k 1a hé sé phu thuée dac
diém cla loai va diéu kién moi treong. Day s6 nay duoc goi la day logistic, do nha sinh
hoc Robert May dwa ranam 1976. Tuy thuGe hé sbé k va gia tri ban dau p,, ta c6 thé du
doan su thay dbi clia hé trong twong lai. Dac biét, trong trudng hop day (pn) cO gioi
han la mét sé dwong, ta néi hé sinh thai cua loai la én dinh.

(Theo Stewart, Calculus, Nha xuat ban Cengage Learning)




GIG1 HAN CUA HAM sO

THUAT NGU' KIEN THU'C, Ki NANG
« Gidi han ctia ham sé « Nhan biét khai niém gi&i han hitu han cia ham sé tai mét diém
» Gi6i han mét phia va tai vé cuc.
« Gi&i han tai vo cuc * Nhan biét khai niém gi¢i han mét phia.
. Gii han vé cuc - Nhan biét khai niém gii han vé cyc.
. - « Tinh mét sé dang gi¢i han ctia ham sé.
« Giai quyét mot sé van dé thuc tién gan véi gisi han ctia ham sé.

Trong Thuyét twong d6i cha Einstein, khéi lugng cua vat
chuyén déng véi van toc v cho bdi céng thirc

My

trong d6 m; la khéi lwgng cla vat khi né ding yen cla van
téc anh sang Chuyén gi xay ra v&i khéi lwgng cla vat khi
van téc clia vat gan véi van téc anh sang?

Albert Einstein (1879 — 1955)

1. G161 HAN HO'U HAN CUA HAM SO TAIMOT BIEM

» 1o1. Nhan biét khai niém gi&i han tai mot diém

Chohamsof( )= 4-x°
wB

a) Tim tap xac dinh cla ham sb f(x).
2n+1

b) Cho déay sb x,, = . Rut gon 7( x,, ) va tinh gi6i han cla day (u, ) v6i u, =f(x,).

c) Voi day s6 (x,,) bat ki sao cho x, = 2 va x, — 2, tinh f(x,) vatim lim f(x,).
Nt

- ™
Gia str (& b)la mét khoang chiva diém x, va ham sé y = f (x) xac dinh trén khoang (a; b),
6 thé trir diém x_. Ta n6i ham s6 f(x) c6 gici han 1 s6 L khi x dan t6i x, néu véi day

X—=Xp

6 (x,) bat ki, x, €(a; b),x, # X, va x, — xo, ta co f(x,)— L, ki hiéu lim f(x)=L hay
fx

) — L khi x — X,.

= Chirng to réng lim f (x) =

z 2 1
‘BVidul. Chohamso f(x)= —.
3 vi dy (x)=2— lim (x) =

N

L
Vs

o




Giai
Lay day sé (x, ) bat ki sao cho x, =1va x, - 1. Tacé f(x,) = X1 L

Do dé lim f(x,)= lim LI | Vay limf(x)=—

N—sta A+ X + 1 x—1

Tuong tu ddi voi day sé, ta cé cac quy téc tinh gidi han cia ham sé tai mét diém nhu sau:

a) Néu lim f(x)=Lva lim g(x)=Mthi - lim ¢ =c voi cla hang so.
X—Xp X—rXp i 5 = . %
. _ . . lim X" =x{ véi neN.
XILng[ (x )+g(x)] L+M; bash
Xll_l)];lo[f x)-g(x)]=L-M,
xll_l)];lo[f x)-g(x)]=L-M
lim ﬁ_i neu M= 0.
X—)ng( ) M
b) Néu f(x)=0 véi moi xe(a; b)\{x,} va lim f(x)=L
X=>Xq
thi L >0 va X|I_)I'I;O,/f(x)=\/r. ]

B vidu2. Cho f(x)=x-1va g(x)=x°. Tinh cac gic’ri han sau:

- . [T
a) lim[3f (x) g (x)]; )
Giai
ST = N B P 3:
Taco!:_rnf() !(lrﬂ(x 1)= !{m}lx )I(mg'i 1-1=0. Méat khac, ta théy Ilmg() Ll_n;|1x 8
a)Taco
fim 3f (x) - g (x)] = lim[3f (x) |- lim g (x) = lim 3- lim f (x) ~ lim g (x) =3-0 - 1=-1.
b) Ta co
2 . 2 ) i
im0 U] il fmflx) o
x>1 g(x) Ilmlg( ) Iirn19(x) 1

JX+9-3

‘B Vidu3. Tinh lim
x—0 X

Giai

Do mau thirc co gioi han la 0 khi x — 0 nén ta khéng thé ap dung ngay quy tac tinh gidi han
cta thuong hai ham sé.

Jx+9—3:( Nk )2‘32_ X B 1
X x(\fx+9+3)_x(-\}x+9+3)_1JX+9+3'

(=]

Chua y réng

Az



DR e A S ! s
x50 X x>0:fx+9 +3 |im[u’x+9+3} 6

X0

i$ Luyén tip 1. Tinh lim £=1

x—;LJE_‘]-

3 102, Nhan biét khai niém giéi han mét bén

Cho ham sb f () =%.

e HET o & ;
a) Cho x,, = VA Ky=—. Tinh y, =f(x,) va y, =f(x}).
b) Tim giéi han cla cac day sé (y,) va (v,).

c) Cho céc déy s6 (x, ) va (x;, ) bat ki sao cho x, <1<x], va x, —1, x, — 1, tinh lim f(x,)
va lim f(x',). o

—>-+o0

« Cho ham s6 y = f(x) xac dinh frén khoang (x,; b). Ta néi s6 L 1a gi6i han bén phai
clia f(x) khi X — X, néu voi day s6 (x, ) batki thoa mén xg < X, <b va x, — x,, ta co
f(x,) L, Kihigu lim f(x)=L.

X—»¥p
« Cho ham sb y:f(x) xac dinh frén khoéng (a;x, ). Ta noi s6 L la gigi han bén trai

clia f (x) khi x — X, néu voi day sé (x,, ) bat ki thod mén a< x, < x, Va x,, — X, ta co
f(X,)—>L. ki higu lim 7(x)=L.

X——)XG

2 o
i3 Vi du 4. Cho ham s6 f(x) :{" néu 0 <x <1

x+1nul<x<2.

Tinh lim £ (x) va_lim  (x).

Giai

V&i day sb (x,) batkisaocho0< x, <1vax, »1 tacdf(x,)=x2.
Do d6 lim f(x)= lim f(x,)=1.

x—1 N=3-+a0

lim £ (x) =L khiva chi khi

Twong tuw, voi day sé (x,,) batkima 1< x, <2, x, -1, X%
ta cé f(x,)=x, + 1 chonén lim f(x)= lim f(x,)=2. Jm fyx)= I =k
x—1" n->+x

-Xx néu x<0
Jx néu x=0.

Tinh lim f(x), lim f(x)va lim f(x).

x—07" x>0~ x—0

7D Luyén tip 2. Cho ham sé f(x) ={




2. G101 HAN HO'U HAN cUA HAM SO TAI V6 cuc

2 uoz. Nhan biét khai niém giéi han tai v6 cuc

Cho ham sb f(x)=1+ % c6 d6 thi nhu Hinh 5.4.

5
Va
41

»x Y

& & -4 2 \o
2

Hinh 54

Gia st (x,,) la day s6 sao cho x,, > 1, x, — +oo. Tinh f(x, ) va tim lim f(x,).

M3+

r

Cho ham s6 y = (x) xac dinh frén khoang (a; +o). Ta néi ham s6 f(x) co gioi han
la s6 L khi X — +0 néu voi day s6 (x,) bat ki, x, >a va x, — +o, taco f(x,) L,
Ki hiéu lim f(x)=L hay f(x) > L khi X — +c0.

N>t
Cho ham sb y =f(x) xac dinh trén khoang (-<; b). Ta n6i ham sé f(x) co6 gidi han la
s6 L khi X — —o0 néu voi day s6 (x,, ) batki, x, < b va x, — -, taco f(x, ) — L, ki hiéu
lim £(x)=L hay f(x)— L khi x — .

X—r—a0

o

/@ Vidu5. Cho f(x)=2 2 sy dung dinh nghta, tim lim f(x)va lim f(x).

Giai

Lay day (x, ) batki sao cho x,, >1va x,, — +w,taco f(x,)=2+

X— Xt X—r—o

4

Xn— n—+o

Vay lim f(x)=2. Tuong tw, taclingcod lim f(x)=2.

X—rto M-

.Dodoé lim f(x,)=2.

>

Cac quy tac tinh gi¢i han hiru han tai mét diém cling dung cho gigi han hiru han tai
vO cuc.
Vi cla hang sb. ta c6: lim c=c, lim c=c.

X—3-+o0 X—p—00
V6i k la mét s6 nguyén duong, ta co: lim i =0, lim lk =10,

X—=¥-a0 Xk X—y—00 ¥

o
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2

. % . . X +1
P Vidu 6. Tinh lim
X—r—at X
Giai
( 2 2
5 xX“+1 : X< +1 3 1
Tacd lim = lim {— 5 ]z_ lim 1..._2
X—==m X X =00 b X == X

=—\/ lim (1+i2] =—J1+ lim l2=—1.
X—p—00 X X——a X

Jx2 12

‘3 luyéntip 3. Tinh lim

X+ X+ 1 | Yi
B
'3 Van dung. Cho tam giac vuéng OAB VGi A = (& 0)vaB =(0; 1) .
nhw Hinh 5.5. Buwdong caoc OH co d¢ dai la h. H

a) Tinh h theo a.

b) Khi diém A dich chuyén vé O, diém H thay ddi thé nao?
Tai sao? -

c) Khi A dich chuyén ra vé cuc theo chiéu dwong clia truc Ox, Hinh 5.5
diém H thay ddi thé nao? Tai sao?
LY

3.GIG1HAN VO cu'c CUAHAM SO TAIMOT PIEM
a) Gidi han vé cuec
3 uoa. Nhan biét khai niém giéi han vo cuc

Xét ham s6 f(x) =l2 co dé thi nhu Hinh 5.6.
X 0

Cho x,, = l chiing 16 réng f(x,, ) — +o. Hinh 5.6
n

B e T

Gia slr khoang (a; b) chira x, va ham sé y =f(x) xac dinh trén (& b)\{x,}. Ta néi ham
s6 f(x)co gioi han +w khi X — X, néu voi day s6 (x,, ) batki, x, e (a; b)\{x,}. X, = Xo,

ta co f(x,)— +oo, ki hiéu x'l,"lof(")=+°°"

Tandi ham s6 f (x) c6 gi6i han —w khi X — xo, kihiéu lim f(x)=—0,néu lim | f(x) |=+w=.

X —‘-?’Xo x—‘}XG

Y

P Vidu?. Tinh Ilm

Stlx =1
Giai
Xét ham s6 f(x) = P Lay day s6 (x, ) bat ki sao cho x,, # 1, x, — 1. Khi d6, |x, —1—0.
Dodc')f(xn)zm—>+ao Vay lim 1|X1 7=+,

n



» HO5. Cho ham sé f(x):i. V6i cac déy s6 (x ) va (x') cho boi x, =1+1, X =1—l,
x -1 n n
tinh lim f(x,)va lim f(x,).
n— +ao n—+x
r )

« Choham sb y = f(x) xac dinh trén khoang (X, b). Ta ndi ham s6 f(x) co gi¢i han +« khi |
X — X, V& bén phai néu voi day so (x ) bat ki thoa mén x, < x_< b, x_ — x,, ta co
f(X)—+, Kihiéu lim f(x)=+o.

; x—)xﬁ ) i
» Cho ham s0 y = f(x) xac dinh trén khoang (a; x,). Ta noi ham so0 f (x) o6 gioi han +=
khi x — x, V& bén trai néu véi déy sb (x_) bat ki thoa méan a < x_< x,, X, — X,, ta co
f(x)—+o, ki hiéu lim f(x)=+=.
X—=>Xp
+ Cac gigi han méthén lim f(x)=-ova lim f(x)=—o dugc dinh nghfa twong tu.

| ] X=X
1.“_ _

3 Vi du 8. Giai bai toan & tinh hudng mé dau.
Giai

Tl c6ng thire khéi lugng

ta thady m la mét ham so clia v, voi tap xac dinh Ia nlra khoang [0;¢). RS rang khi v tién

2
gan t6i van tdc anh sang, tircla v — ¢ , ta cod 1’1._"_2 —0. Do @6 lim m(v) =+x, nghta la
c

V—3C

khéi lkgng m clia vat trd nén vo cung lon khi van toc clia vat gan vaéi van toc anh sang.

' Luyén tdp 4. Tinh cac gidi han sau:

a) lim 2 b) lim L
x>0 x| =2 2 —x
Chu y. Cac gi6i han lim f(x)=+w, lim f(x)=+w, lim f(x)=-w Va Iim_f(x):—ao duoc

dinh nghia twong tu nhuw gidi han ctia ham sb f (x) tai vé cuc. Chang han: Ta noi ham sé
y = f(x), xac dinh trén khoang (a; +), €6 gidi han la - khi x — + néu véi day sé (x,) bat ki,
X,>avax — -+, tacof(x)— - kihiéu X!iﬁr?y‘f(x)z—ac hay f (x) = —» khi X — +o.
Mét sb giéi han dac biét:

* lim x® =+ VOI knguyén duong;

X—+o0

« lim x* =+ vGi kla s chan;
X—r—0

e lim x* =—o0 v&i kla sé 1é.
X —p—a0
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b) Mét s6 quy tac tinh gici han vé cwe

Chu y cac quy tac tinh giéi han hitu han khéng con dung cho gidi han vé cuc.

Ta cd m6t s6 quy tac tinh gidi han cla tich va thuwong hai ham sé khi mét trong hai ham sé
do co gidi han vo cuc.

»  Quy tac tim gi6i han cua tich f(x)g (x).

Giaslr lim f(x)=L=0va lim g(x)=+w (hodc o). Khi dé lim f(x)g(x) duoc tinh theo

X=X X=X X—>Xp

quy tac cho trong bang sau:

i T lim f

Jim f(x) Jim g(x) Jim flz)g(x)
L>0 — —
L<0 2 ;j

« Quy tac tim gidi han cia thwong fx).

g(x)
. . f(x)
lim f(x lim g(x =, 8 L),
e (x) ngg( ) Dau cua g(x) x'ﬂﬂg(x)
L +oo Tuyy 0
L>0 0 - =
= —on
L<0 0 : —
o 4o
Cac quy tac trén van dung cho cac truong hop x — X3, X 32X,
'3 Vi du 9. Tinh lim "—21
x>0 x
Giai
Ta st dung quy tac tim giéi han cla thuong. Rd rang, giéi han cua tir sé Iin?](x+1):1.
X—»
Ngoai ra, mau sé nhan gia tri dwong véi moi x = 0 va Iin'é x%=0.Do vay Iirnrj i 21 = +00,
X x>0 X
P Vidu 10. Tinh lim a lim ;
) 2 x_._)‘lTX(‘I—X) X_;‘]_X(‘I—X)
Giai
- 1 1 1 . o 1 :
Viét =—.——,tacéd lim—-=1>0. Honnra lim —=-o do1- x <0 khi x >1.
x(1-x) x 1-x X1t X x-1" 1= X
Ap dung quy tac tim gi¢i han cla tich, ta dugc lim _ L
x>t X(1-X)
Li luén tuong ty, ta co lim ! =400

H1—x(1—x)



9 wuyént3ps. Tinh lim 21 va im 221
xa2" X — x—2~ X — 2

BAITAP
5 x2
5.7. Cho hai ham s6 f(x) = -

- va g(x)=x+1. Khang dinh nao sau day la dung?

a)f(x)=g(x) b) Iirn1f(x):lirn19f(x).
5.8. Tinh cac gi¢i han sau:
2 Z -
T b) lim XX 9 -3
x>0 b 4 x—0 X
Onéut<0

5.9. Cho ham sbé H(t) :{ (ham Heaviside, thuwéng duoc dlng dé mo ta viéc

1néut=0
chuyén trang théi t&t/md cha dong dién tai thoi diém t = 0).
Tinh lim H (t) va lim H(t).

{07 t—»0"
5.10. Tinh cac gi¢i han mot bén:

2
a) lim X;Z; b) lim LA
x>t X =1 a4 4-X
2
5.11. Cho ham s6 g(x):%
X e
Tim lim g(x)va lim g(x).

x—2" x—2"
5.12. Tinh cac gi¢i han sau:
a) lim 1-2x ) b) lim (\fx2+x+2—x).
X—3 4@ |’X2 +1 X3+

_ 2
(x=1)(x-2)

Tim lim f(x)va lim f(x).

552" X2

5.12. Cho ham s f(x) =



|!.—ﬂ

THUAT NGU KIEN THU'C, KI NANG
« Ham sé lién tuc tai « Nhan dang ham sé lién tuc tai m6t diém, hodc trén mét khoang,
mét diém trén mét doan.
« Ham sbé gian doan . Nhan dang tinh lién tuc cﬂaténg, hiéu, tich, thurong ctia hai ham
- Ham sé lién tuc trén so lién tue. ' '
mot khoang * Nhan biét tinh lién tuc cliia mét s6 ham so cap co ban trén tap
« Ham sb lién tuc trén xac dinh cta chung.
mot doan

Mét nguoi lai xe tr dia diém A dén dia diém
B trong thoi gian 3 gid. Biét quéng dwong tor
A dén B dai 180 km. Chirng 1o réng cd it nhat
mot thoi diém trén hanh trinh, xe chay voi van
téc 60 km/h.

}—————— Quéng duong ———

1. HAM SO LIEN TUC TAIMOT BIEM

3 uo1. Nhan biét tinh lién tuc cua ham sé tai mét diém

x2 -1 o
néux =1

Cho ham s6 f(x)=
2 néux =1.
Tinh gioi han limf(x) va so sanh gia tri nay voi f(1).

x—1

Cho ham s y = f(x) xac dinh trén khoang (&, b) chira diém x,. Ham s6 f(x ) duoc goi 1a
lién tuc tai diém x,néu lim f(x)=f(x,).

X—=Xp

Ham s f(x ) khong lién tuc tai x, dugc goi la gian doan tai diém do.

'$ vidu 1. Xét tinh lién tuc clia ham sb f(x):x—1 tai diém x, = 2.
1

Giai X
R& rang ham sé f(x) xac dinh trén ]R\{1}, do d6 x, = 2 thudc tap xac dinh cia ham sO.
x+1

Ta co Im}f(x)-)ltl_rgm=3=f(2). Vay ham s6 f(x) lién tuc tai x; = 2.




1 néux>0
P Vi du 2. Xét tinh lién tuc cha ham dau s(x)=10 néux =0 tai diém x, = 0.

-1 néux<0
Giai Ham sé f ( x) lién tuc tai x, khi
Tathdy lim s(x)=1, lim s(x)=~1. Dodokhongténtai ~ vachikhi
x>0 x>0 lim f(x)= lim f(x)=Ff(x).
gii han fim s(x). % s
Vay ham sé nay gian doan tai 0.
-x néu x <0

3 Luy@n t3p 1. Xét tinh lién tuc clia ham s6 f(x)={0 néux=0

tai diém x, = 0. x* néu x>0

2. HAM SO LIEN TUC TREN MOT KHOANG

. 1 = 1
2xnéul0<sx<— X neulD<x<—
3 192 Cho hai ham s6 f(x) = 2 vag(x)= 1 -
1 neu—<x<1 1 néu—<x<1
2 2
vGi d6 thi twong ng nhw Hinh 5.7
yll. y.ll
1- [} 1 1- ]
L £ :
2 ! i 1
AL i
0 1 WUk 1 x
2
Ham sé y= f(x) Ham sé y= g(x)

Hinh 5.7

Xét tinh lién tuc clia cac ham s6 f(x) va g(x) tai diém x = % va nhan xét vé su khac nhau

gitra hai d6 thi.

7

-,‘
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Ham s y = f(x) duoc goi la lién tuc trén khoang (a; b) néu né lién tuc tai moi diém thudc

khoang nay.

Ham s6 y = f (x) dwoc goi la lién tuc trén doan [a; b]néu né lién tuc trén khoang (a; b) va
lim f(x)=f(a), lim f(x)=f(b).

X—»a" x—=h

o

Céc khai niém ham sé lién tuc trén nira khoang nhu (a b], [a;+),... duoc dinh nghta theo
cach twong tw. C6 thé thay dé thj ctia ham sé lién tuc trén mot khoang 1a mét duong lién

trén khoang do.



x -1 néu x €(0; 1)

9 Vi du 2. Xét tinh lién tuc ciia ham sbé f(x):{ trén nlra khoang (0; 1].

0 néux=1
Giai

Ta co f(x)=x-1V6i xe(0;1). V6i x, e (0; 1) b&t ki, ta co lim (x—1)=x, —1=F(x,).
x = X—)Xo
Vay ham so f(x) lién tuc trén khoang (0; 1).

Hon nia, lim f(x)=0=f(1) nén f(x)lién tuc trén nira khoang (0; 1].
X1

Vé tinh lién tuc cla cac ham sé so cap co ban da biét, ta co

F &

« Ham s6 da thirc va cac ham sé y = sinx, y = cosx lién tuc trén R.

. Cac ham sb y = tanx, y = cotx, y = +/x va ham phan thirc hiru ti (thwong clia hai da
thirc) lién tuc trén tap xac dinh cla chung.

’» Vidu 4. Cho ham s6 f(x)= 1—1 Tim céc khoang trén dé ham sé f (x) lién tuc.
Giai
Tap xac dinh clia ham s f(x) 1a (—e; 1) w (1; +=). Vay ham sb f(x) lién tuc trén cac khoang
(—eo; 1) va (1; +o0).
2

® Luyén tip 2. Tim cac khoang trén 6 ham s6 f (x) = r +21
X+

lién tuc.

3.MOT SO TiNH CHAT CO BAN
» Ho3. Cho hai ham s6 f(x) = x*va g(x)=-x+1.
a) Xét tinh lién tuc ctia hai ham s6 trén tai x = 1.
b) Tinh L = Em[f(x)+g(x)] va so sanh L voi f (1) +g/(1).

Ta c6 khang dinh sau day vé téng, hiéu, tich va thwong cta hai ham s lién tuc.

Gia str hai ham s6 y = (x) va y = g(x) lién tuc tai diém x,. Khi do:

a) Cachamsé y=f(x)+g(x), y =f(x)-g(x)vay =f(x)g(x)lién tuc tai x;;

: f :
b) Ham s6 y = ((x}) lién tuc tai x, néu g(x,)#0.
g\x

sin x

3 Vi du 5. Xét tinh lién tuc clia ham s6 f(x) = —
X_

Giai

Ham s6 xac dinh trén cac khoang (—oc; 1) va (1, +0). Trén cac khoang nay, ti thirc (ham
lwgng giac) va mau thirc (ham da thirc) 1a cac ham sé lién tuc. Do dd, ham sé f (x) lién tuc
trén R\ {1}.
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b

Nhan xét. Néu ham s6 y =f(x)lién tuc trén doan [a; b] va f(a)f(b) < 0 thi ton tai it nhat mét

diém c e (a; b) sao cho f(c)=0.
y E

Két qua nay dugc minh hoa bang dé thi o I —

nhw Hinh 5.8 /\
a : O
f----1(a)

Vi du 6. Chirng minh réng phuong trinh x° + x® =10 =0 c6 it nhat mét nghiém.
Giai

Hinh 5.8

Xét ham séf(x) =x° +x>-10. Ta co f(0)=-10<0,f(2)=30>0vavi f(x)la ham da thirc
nén no6 lién tuc trén [0; 2]. Khi @6, phuwong trinh f(x) =0 co it nhét mét nghiém trong khoang

(0; 2).

') vin dung. Giai bai toan & tinh huéng mé dau.
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5.14.Cho f(x) va g(x) lacacham s6 lién tuc tai x = 1. Biét (1) = 2 va ilﬂ[Zf(x}—g(x}] =3

Tinh g (1).
5.15. Xét tinh lién tuc cla cac ham sb sau trén tap xac dinh clia ching:
X 1+ x° néu x <1
a) f(x)= ————; b fitde i= ’
) #(x) X2 +5x+6 s {4—){ néu x >1.

5.16. Tim gia trj cta tham sé m dé ham sb

f() sinx néu x>0
X)= .
-X+mnéu x <0

lién tuc trén R.

5.17. Mét bang gia cuéc taxi dwgc cho nhu sau:

Gia mo clra Gia cudc cac km tiép theo S A T
(0,5 km dau) dén 30 km
10 000 d@dng 13 500 ddng 11 000 ddng

a) Viét céng thirc ham sé mo ta sé tién khach phai tra theo quéng dudng di chuyén.
b) Xét tinh lién tuc ctia ham sé & céu a.




BAI TAP CUOI CHUONG V

A-TRACNGHIEM

5.18. Cho day sb (u, ) Vi u, =+/n? +1-+/n . Ménh @& dang la

A. lim u, =—x. B. lim u,=1.
n—3+m n—o+w

C. lim u, = +w. D. lim u, =0.
n—+x N—+xo

7 I TG,
2;’1
A 1. B. 2. e D. 0.

5.19. Cho u, =

. Gigi han clia day s6 (u, ) bang

5.20. Cho cép s6 nhan [Ui vé han (u, ) v6i u, = %.'Tﬁhg clia cap s6 nhan nay bang
A 3. B. 2. (R D. 6.

5.21. Cho ham s6 f(x) = /x +1-+/x +2. Ménh @& dung |a

A xlr?mf(x) = -, B. xlﬁ'ﬁj@f(x): 0.
: . |
C. xll’r?mf(x)_~1. D. xllmmf(x)~ >
- z X—X.z' py 8™ ) | ; = M
5.22. Cho ham so f(x)=T|'. Khi o lim f(x) bang
x—0"
A 0. B. 1. C. joo B: 1.
. £ x+1 ) 2 . "
5.23. Cho ham s6 f(x) = |x+1|' Ham s6 f( x) lién tuc trén
A (—oo,+oc-) B. (—oo;—1].
c (—oo;—1)u(—1;+oo). D. [-14x).
=g 1
5.24.Choham 6 f(x)=1" x=1 o0 *7 " Ham s6 f(x) lién tuc tai x = 1 khi
la néu x =1

A a=0. B.a=3. C.a=-1. D.a=1.




B -TU LUAN

5.25. Cho day s0 (u,, ) co tinh chat |u, -1 < 2 Cokét luén gi vé gi6i han clia day sé nay?
n

5.26. Tim giéi han cla cac day sé sau:

a)u,?:#; b)vnzéyafk; c) wn:%.
5.27. Viét cac s6 thap phan vé han tuan hoan sau day dudi dang phan sé.
a) 1,(01), b) 5,(132).
5.28. Tinh cac gioi han sau:
¢) lim—2=%_. df fifry 22

) , A2
A (1-x)° > Jax? +1

2
a) lim >~ —2. b) fim —2—
x—=3" | X =3 | x->1" f1=X
5 X =
5.30. Chrng minh rang gici han lin%% khéng ton tai.

5.31. Giai thich tai sao cac ham s6 sau day gian doan tai diém da cho.

néu x =0

a) f(x)=1x tai diém x = 0;
1

néu x =0
1+x néu x<1

" tai diém x = 1.
2—-x néu x>1

b) Q‘(X)z{

5.32. Luc hép dan tac dung l1én mét don Vi khoi lwgng & khoang cach r tinh tir tém
Trai Pat la
GMr

2 néur<R

F(r)=

% néu r >R,
E

trong d6 M va R lan luot 1a khdi lwong va ban kinh cla Trai Dat, G la hang sb hép dan.
Xét tinh lién tuc ctia ham s6 F (r).
5.33. Tim tap xac dinh clia cac ham s6 sau va giai thich tai sao cac ham nay lién tuc trén cac
khoang xac dinh cla chung.
cOoS X

) x-2
D~ o Bral 0B g

o i T x+1néu x<a
5.34. Tim céc gia tri clia a & ham so f(x) ={ 3

o lién tuc trén R.
X neu x>a
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HOAT PONG
THUC HANH
TRAI NGHIEM

MOT VAI AP DUNG CUA TOAN HOC
TRONG TAI CHINH

MUC TIEU

Hoc sinh biét van dung toan hoc dé giai quyét mét sb van dé tai chinh nhu bai toan guri tiét kiém
tich Iluy, bai toan vay tra gop.

Chuén bi:

— Bang l&i suat guri tiét kiém tich lu§ cia mét s6 ngan hang;

— Bang lai suét vay tra gop (khi mua nha, 616, ...) clia mét s6 ngan hang;

— May tinh cam tay.

Thure hién: Chia lép 1am bén nhém va tién hanh nhu sau:

Budc 1. Cac nhom cung thuc hién HP1, HP2, HB3 frong bai hoc, dudi su hudng dan cla
giao vién, dé hieu cac khai niém va cong thire can thiéet.

Bude 2. Dya vao di liéu dé co o phén Chuan bj va goi y trong cac Van dung trong bai hoc,

GV dat ra nhiém vu thuc té cu thé cho tirng nhém. M6i nhém sé thuc hién mét nhiém vu
riéng. Cac nhoém hoan thanh nhiém vu dugc giao, sau dé bao cao trudc I16p.

Nhiéu giao dich tai chinh nhu gli tiét kiém tich
luy, vay tra gop.... lién quan dén cac khoan thanh

toan dwoc thyc hién déu dan. Vi du, néu giri Géu Bony
dan 5 triéu dc}ng mai thang vao mét tai khoan tich
luy co lai suat 6% mét nam, thi gia tri tai khoan -

cla ban sé& la bao nhiéu vao cudi nam thir 5?
Néu vay 1 ti ddng dé mua nha va&i lai suat 9% mot
nam, thi s6 tién ban phai tré hang thang 1a bao nhiéu
dé co thé tra hét khoan vay nay trong 10 nam?

w

Nhirng cau hoi nhu vay lién quan dén tong cac so hang clia mét déy s6. Trong bai nay, ching
ta sé sir dung kién thirc vé cong thirc 1ai kép va cap s6 nhan dé tra I&i nhirng cau hoi nay.




1. S0 TIEN CUA MOT NIEN KIM

Nién kim la mét khoan tién duoc tra tgéng céc khoan thanh toan drf{u dan. Mac du tor “nién
kim" nghia la cég khoan thgmh toan hang nam, thirc té chung coé thé dugc thue hién thanh
toan ntra nam, hang quy, hang thang hoac sau nhiing khoang thoi gian déu dan khac. Thanh
toan thuwong duoc thuwc hién vao cudi khoang thoi gian thanh toan. Sd tien clia mét nién kim
la tong cla tat ca cac khoan thanh toan riéng Ié tir thdi diém thanh toan dau tién cho dén khi
thanh toan cudi cung duoc thuc hién, cung vai tat ca tién l&i.
» uo1. S tién ciia mo6t nién kim
Béc Lan gui déu dan 10 trigu dong vao ngay dau madi thang trong vong 5 nam vao mat tai
khoan tich luy huéng lai suat 6% moi nam, theo hinh thire tinh 18i kép hang thang.
a) Tinh sé tién cé trong tai khoan vao cudi ki thir nhat, cudi ki thir hai.
b) Tinh sb tién c6é trong tai khoan vao cudi ki thir n.
c) Tinh sé tién cé trong tai khoan ngay sau lan thanh toan cudi cting.
Noi chung, khoan thanh toan theo nién kim dwgc goi la tién thué dinh ki va ki hiéu la R. Goi i
la lai suat trong méi khoang thoi gian thanh toan va goi n la sé 1an tra. Chung ta luén gia thiét
rang khoang thoi gian tinh 1&i kép bang thai gian gitra céc lan thanh toan. Bang cach lap luan
twong tw nhu trong HD1, ching ta thay rang sb tién A, ctia mot nién kim 1a
A =R+R(1+i)+RA+i’ +...+ RA+i)"".
Vi day la tdng clia n sb hang dau tién ctia mét cap sé nhan voi sé hang dau tién a= Rva
cong bdi r=1+ i nénta co
'S6 tidn cua nién kim
Sé tién A, cia mét nién kim bao gom n khoan thanh toan déu dén bang nhau va bang R
voi lai suét i frong mdi khoang théi gian duoc cho boi
(1+0)" =1

A =R*""
/

ot

3 Vin dung 1. Anh Binh can dau tu bao nhiéu tién hang thang véi 16 suat 9% méi nam, theo
hinh thirc tinh 1ai kép hang thang, dé c6 200 triéu dong sau hai nam?

2. GIATRI HIEN TAI CUAMOT NIEN KIM

Néu ban nhan dwoc 100 trigu déng trong veng 5 nam ké tir bay gio, n6 sé cé gia tri thap hon
nhiéu so v6i viéc néu ban nhan duoc 100 trieu dong ngay bay gio. Piéu nay la do sb tién |ai
ma ban co thé tich Ity trong 5 nam tdi néu ban dau tw sé tién dé ngay béay gio. Ban sé chép
nhan s6 tién nhd hon nao bay gio thay vi viec nhan 100 triéu déng trong 5 nam t6i? Pay la
so tién, cung vai tien [, sé tri gia 100 triéu dong trong 5 nam t6i. So tien nay duoc goi la
gia trj hién tai.
) wo2. Nhan biét gia tri hién tai cia mot sé tién

Gia sq’ mot ngudi guri tiét kiém vai 18i suat khong déi 6% mét nam, theo hinh thire tinh 13
kép hang quy.

a) Tinh I&i suét i trong méi quy va sé khoang thai gian tinh 14i trong vong 5 nam.
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b) Gia st sau 5 nam nguoi d6 nhan duoc s tién 100 triéu ddng ca vén I&n 1&i. Tinh gia tri
hién tai cta so tién 100 triéu dong do.

Tuong tu, néu s6 tién A, dugc tra dan trong n khoang théi gian ké tir bay gié va I&i suat trong

moi khoang thoi gian 1a j, thi gia tri hién tai A, cla né duwoc cho boi

(i) -1 1—(1+i)"
i

A, =A(1+i)" =R (+i)" =—=

| Gia trj hién tai ctia mét nién kim |
Gia trj hién tai cla mét nién kim bao gém n khoan thanh toan déu dan bang nhau va bang
R v6i léi suat i trong méi khoang thoi gian dwoc cho boi

1—(1+)™"

A, =R——

L

e

® vin dung 2. M6t ngudi trang x4 sb giai dac biét voi tri gia 5 ti déng va s6 tién trung thudng
sé duoc tra dan hang nam, méi nam la 500 triéu déng trong vong 10 nam. Gia tri hién tai clia
giai d4c biét nay la bao nhiéu? Gia st rang nguoi dé coé thé tim duoc hinh thirc dau tu voéi
|&i suét 8% méi nam, tinh 14i kép hang nam.

Tra gop la phuong thic cho
vay tién ma cac ki tra no goc

3.MUATRA GOP va lai trung nhau. Sé tién tra

ne cua moi ki la bang nhau
Khi ban mua mét c&n nha hodc mét chiéc xe 6 t6 theo hinh ~ theo thoathuan va solai duoc
thirc tra gdp, cac khoan thanh toan ma ban thurc hién lamot  [inh duafrén s du no gae va

khoan nién kim cé gia tri hién tai la sé tién cla khoan vay. ;ho?'#aé”g‘g‘;’ggj SSZELE?JJZ

3 #B2. Anh Hung mubn mua mét chiéc xe 6 16 theo hinh thirc ~ viéc cho vay tiéu dung, mua
tra gép dé chay xe dich vu. Anh &y c6 thé trd dan 10 triéu  tai san gia tri én nhuw nha dat,
ddng méi thang nhung khéng cé tién tra trude. Néu anh ~ ©16, ..

Hung c6 thé thue hién cac khoan thanh toan nay trong vong
5 nam va lai suét 1a 10% mét nam, thi hién tai anh &y co thé
mua duwoc chiéc xe 6 t6 v&i murc gia nao?

| Mua tra gop

Néu mot khoan vay A, phai duoc hoan tra trong n lan thanh toan déu ddn bang nhau voi
|ai suat i trong méi khoang thoi gian thi sé tién R cia méi khoan thanh toan la
O
1-(1+i)"
J
') vin dung 3. M6t c&p vo chéng tré vay ngan hang 1 fi dng véi I&i suat 9% mot nam dé mua
nha. Ho du dinh sé tra gop hang thang trong vong 10 nam dé hoan tra khoan vay nay. Hoi
moi thang ho sé phai tra cho ngan hang bao nhiéu tién?
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N

thanh do su twong tac gira cac phan tir clia chét 1dng. Sé
rat kho dé théi bong béng tir nwéc do Iwc cang bé mat cla
nude Ion. Tuy nhién, néu pha thém xa phong vao nwéc viéc
nay sé duogc thuc hién do xa phong lam giam Iwc nay cla
nudc. Lwc cang yéu bong bong cang 1én.

Trong bai trai nghiém nay chung ta sé xem xét anh huéng
clia nhiét do téi lvc cang mat ngoai cia nudc xa phong
théng qua viéc so sanh duwong kinh bong bong théi tir dung

di

MUC TIEV

Hoc sinh biét thue hién thi nghiém dé thu thap dr liéu, biét sir dung nhitng sé dac trung cla sé
liéu ghép nhom dé so sanh két qua va rat ra mot sé két luan.

wéce cling nhu cac chat 1dng déu co6 lwc cang bé mat hinh

ch xa phong ¢ nhiét dg khac nhau.

2 woL. Thu thap dir liéu

Chuén bi:

Nw&c, nudc nong — Céc, thia, 6ng hat

Xa phéng — Giay bong kinh, giay cé dudng ké chia centimét
Nhiét ké — Bt gidy.

Thire hién:

Nhoém 1:

Bude 1. Pha xa phong vao nudc ¢ nhiét dé phong

Bude 2. Bat to gidy ké 6 li xudng duwdi tdm nhua

Bude 3. Dung thia mic mét Ivong nuéce xa phong do 1én trén tdm nhua
Bude 4. Dung 6ng hat théi bong dén khi béong vé

Buwde 5. Xac dinh dwong kinh bong boéng

Bude 6. Luu két qua do vao bang theo mau sau:




Nhém 1

Pbuwong kinh
bong bong |[2; 4)([4; 6)|[6; 8)|[8; 10)|[10; 12)|[12; 14)([14; 16)|[16; 18)|[18; 20)|[20; 22]
(cm)
Két qua
(@anh dau /) ¢ w

Béng 1. Két qua thi nghiém trén nucc xa phong & nhiét dé phéng

* Nhom 2: Thie hién tuong tw voi nude nong (70° C - 80° C).

J no2. Lap bang tan sd ghép nhém cho két qua thi nghiém thu duoc & hai nhém theo mau sau:

budong kinh
bong béng
(cm)

[2 4)

[4: 6)

[6: 8)

[8; 10)

[10: 12)

[12; 14)

[14; 16)

[16: 18)

[18; 20)

[20; 22]

Nhom
1

Tan s6
Nhom
7

Béng 2. Bang tan sé ghép nhom cho dik liéu duéng kinh bong béng

P nos. DL,fa vao Bang 2, hay tinh va so sanh s6 trung binh, trung vi, mét clia mau di liéu thu
dugc vé dudng kinh bong bong ctia méi nhém.

% o4, Cac ban hoc sinh I6p 11B da thuc hién thi nghiém va thu duoc bang két qua sau:

Pudng kinh bong béng (cm)
[4; 6) [6;8) | [8:10) | [10; 12) | [12; 14) | [14; 16) | [16; 18) | [18; 20]
. i 1
Nhom 2 / /1 / Il Il 1
. i i
Nhom 1 / / W i i i /

a) Hay thuwc hién HD2 va HP3 dua vao bang két qua thi nghiém trén. T d6 rut ra két luan

vé anh hudng cta nhiét dé |&n strc cang bé mét clia nwde xa phong.

b) Tai sao giat quan o bang nwéc am (voi nhiét dé thich hop véi chat liéu vai) sé lam sach
dé dang va nhanh chéng hon?

@20’
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BANG TRA CU'U THUAT NGU

Cc Céap sbcong 48
Cép sb nhan 52
Chiéu quay (&m, dwong) 6
Cong boi 52
Céng sai 48
Céng thirc bién déi tich thanh tdng 19
Céng thirc bién dbi téng thanh tich 20
Cdng thirc céng 17
D Daysb 42
Day s6 bj chan 45
Day s co gidi han hiru han 105
Day sb c¢b gidi han 0 105
Day s6 co gidi han vo cuc 108
Day s6 giam 45
Day sé htu han 43
Day sb khéng dbi 48
Day sb tiang 45
Day s6 vé han 42
B Dinh li Thalés trong khéng gian 91
Binh i vé giao tuyén clia ba
mat phang 81
Pong phang clia cac diém 72
Péng phéng clia hai dueng thang 78
Pudng thang cat mat phang 84
E)u’c‘mgjthéng song song Vo
mat phang 84
Pbuong tron lwgng giac 10
G Giao tuyén cla hai mat phéng 73
Gioi han vo curc clia ham s tai
maot diém 115
Gidi han clia ham sé tai mét diém 111
Gidi han clia ham sé tai vo cuc 114
Gigi han mot bén 113
Goc lvong giac 6
H Hai duéng thang chéo nhau 78
Hai duéng thang song song 78
Hai dwéng thang cat nhau 78

Hai mat phang song song 88

Ham sbé chan 24

Ham sé 1é 24

Ham sé lién tuc tai mot diém 119

Ham s lién tuc trén mét khoang 120
Ham sé luong giac 23

Ham s6 tuan hoan 24

Hé thirc Chasles 7

Hinh biéu dién 98

Hinh chiéu song song 96

Hinh choép 75

Hinh hgp 93

Hinh lang tru 92

Hinh tt dién 76

M&t phang 71

Mé&u sé liéu ghép nhom 59

Mét 66

Nghiém ctia phwong trinh lkgng giac 32
Phép chiéu song song 96

Phurong trinh ligng giac co ban 31

Sé do cua goc lugng giac 6

S6 hang ctia day s6 43

Sé hang téng quat clia day sbé 42

Sé hang téng quat cla cap sb cong 49
S6 hang téng quat clia cap sb nhan 53
S6 trung binh 62

Tia cudi clia goc luong giac 6

Tia dau cla goc lvong giac 6

Téng n sb hang dau clia cap sb céng 50
Téng n s6 hang dau cla cap sb nhan 54
Téng cap sé nhan Iui v6 han 107
Trung vi 64

Truc césin 11

Truc sin 11

T phén vi 65



BANG GIAI THICH THUAT NGU

Thuat ngiv

Giai thich

Biéu dién mot goc lvong giac
trén dwdong tron lvong giac

Phép biéu dién giao diém cua tia cudi ctia mét goc lugng
giac voi duong tron lwong giac

Cép sb6 nhan Iui vé han

Cép sb nhan vé han co céng bdi g véi |g] < 1

D&y sé hiru han

Day sb6 chi gém c6 hiru han sb hang

buong hinh sin

Pé thi clia cac ham sb y = sinx va y = cosx

buong tron lvgng giac

budng tron cé tam t'c_;i gép toa dé, ban kiph béjmg i
dugc dinh huéng va lay diém A(1; 0) lam diém goc cla
duwong tron

Gia tri lvgng giac clia mét goc
lrong giac

Cac gia tr sin, cbsin va tang, cétang (khi chung xac dinh)
cua mét géc lwong giac

Gioi han mét bén clia ham s6
tai mét diem

Gidi han bén phai hoac giéi han bén trai ciia ham s tai
mot diem

Ham sb gian doan tai mot diém

Ham sé khéng lién tuc tai diém do

Ham s6 lién tuc trén doan [a; b]

Ham s6 lién tuc tai moi diém cla khoang (a; b), lién tuc
phai tai diém a va lién tuc trai tai diém b

Hé thirc lugng giac co ban

Cac hé thure lvong giac lién hé gitra cac gia tri lvgng
giac sin o, cos a., tan o, cot a. cla géc o

Hinh biéu dién clia mét hinh
khdng gian

Hinh chiéu song song cta hinh khéng gian trén mét mat
phang hoac hinh dong dang vai hinh chiéu do

Hinh hoc khéng gian

Mén hoc nghién clru tinh chét clia cac hinh co thé khong
cling nam trong mét mat phang

Phép chiéu song song

Phép dat twong trng méi diém M trong khéng gian voi
diém M la giao cla dwdng thang qua M va song song
(hodc trung) véi dudong théng 7 cho trudc va mat phang
(P) cho truéc

Phwong trinh lwgng giac

Phuong trinh co chira an sé dwoi dau ham sé lugng giac

Radian

Pon vj do goc lugng giac
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Nha xudt ban Gido duc Viét Nam xin trdn trong cdm on
cdc tdc gid c6 tdc phdm, tw ligu dwoc st dung, trich din
trong cuén sdch nay.

Chiju trach nhiém xuét ban:
Chil tich HGi déng Thanh vién NGUYEN BUC THAI
Téng Giam d6c HOANG LE BACH

Chiju trach nhiém néi dung:
Téng bién tap PHAM VINH THAI

Bién tap noi dung: HOANG VIET — VU THI VAN
Bién tap mT thuat; NGUYEN BiCH LA

Thiét ké sach; PHAN TH| THU HUONG

Trinh bay bia: NGUYEN BICH LA

Minh hoa: BUI VIET DUY

Stra ban in: VO THI THANH TAM

Ché ban; CTCP M THUAT VA TRUYEN THONG

Ban quyén thuoc Nha xuat ban Giao duc Viét Nam.

Tat ca cac phan clia ndi dung cudn sach nay déu khéng duoc sao chép, luu trir,
chuyén thé duéi bat ki hinh thirc nao khi chwa cé su cho phép bang van ban cua
Nha xuét ban Gido duc Viét Nam.

TOAN 11 — TAP MOT

Ma s6: ...

In ... ban, (QP ...) khé 19 x 26,5 cm.

Bonviin: ...

Co st in: ...

S6 DKXB: .../ICXBIPH/.../GD.

S6 QDXB: ../JQD - GD - HN ngay ... thang ...ndm ...
In xong va nép luu chiéu thang ... nam 20...

Ma sb ISBN: ...



HUAN CHUONG HO CHi MINH

BO SACH GIAO KHOA LGP 11 - KET NOI TRI THU'C VGI CUOC SONG

1. Ngirvan 11, tdp mot 24.Tin hoc 11 - Binh hudng Tin hoc tng dung

2. Ngitvan 11, tap hai 25. Chuyén dé hoc tap Tin hoc 11 — Binh hudng Tin hociing dung
3. Chuyén dé hoc tap Ngiv van 11 26. Chuyén dé hoc tap Tin hoc 11 - Dinh huéng Khoa hocmdy tinh
4.Toan 11, tip mbt 27. Mithudt 11 - Thiét ké mi thudt da phwong tién
5.Todn 11, tap hai 28. Mithuat 11— Thiét ké dd hoa

6. Chuyén dé hoc tap Todn 11 29, Mithudt 11 - Thiét ké thoitrang

7. Lich sit 11 30. Mithuat 11 - Thiét ké mi thuat san khau, dién anh
8. Chuyén dé hoc tap Lichsii 11 31. Mithuat 11 - Liluanvalich si mi thuat

9. Pialin 32. Mithuat 11 - Biéu khac

10. Chuyén dé hoctap Diali 11 33, Mi thuat 11 - Kién tric

11. Gido duc Kinh t va Phap luat 11 34, Mithudt 11— Héi hoa

12. Chuyén dé hoc tap Gido duc Kinh t& va Phap luat 11 35. Mithuat11 - bé hoa(tranhin)

13. Vatli1 36. Mithudt 11 - Thiét k& cong nghiép

14. Chuyén dé hoc tap Vat li 11 37. Chuyén dé hoc tap Mi thuat 11

15. Hod hoc 11 38. Am nhac 11

16. Chuyén dé hoc tap Hoa hoc 11 39. Chuyén dé hoctap Am nhac 11

17. Sinh hoc 11 40. Hoat dong trai nghiém, hudng nghiép 11

18. Chuyén dé hoc tap Sinh hoc 11 41. Gido duc the chat 11 - Bong chuyén

19. (ongnghé 11 - Cong nghé ca khi 42. Gido duc thé chdt 11 - Bong dd

20. Chuyén dé hoc tap Cong nghé 11 — Cong nghé co khi 43. Gido duc thé chat 11 - Caulong

21. Cing nghé 11 - (6ng nghé chan nudi 44, Gido duc thé chat 11 -Bong rd

22. Chuyén dé hoc tap Céng nghé 11 — Cong nghé chan nudi 45. Gido duc qudcphong va anninh 11

23. Tin hoc 11 - Binh hwdng Khoahocmay tinh 46.Tiéng Anh 11 - Global Success — Sach hocsinh

Cac don vi dau méi phathanh

« MiénBac: CTCPPau tu va Phat trién Gido duc Ha Noi
CTCP Sach va Thiét bi Gido duc mién Bac
« Mién Trung: CTCP Dau tu va Phat trién Gido duc Da Nang
CTCP Sach va Thiét bi Gido duc mién Trung
« Mién Nam: CTCP Pau tuva Phét trién Gido duc Phuong Nam
CTCP Sach va Thiét bi Gido duc mién Nam
CTCP Sach va Thiét bi Gido duc Clru Long
Sachdiénta: http://hanhtrangso.nxbgd.vn

Kich hoat d& md hoc liéu i Cao lop nhi trén tem
dé nhan ma sd y €d t nhtrangse.nxbgd.vn
va nhap ma sé tai biéu tugng chia khoa.
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